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I.  Abschnitt. 

Lineare  Gleicliungen. 

§  1.    Lineare  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Die  Lösung  einer  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
verlangt  nichts  anderes  als  eine  Division.  Denn  sind  a  und  /  zwei  gegebene 
Zahlen  und  soll  eine  Zahl  x  gefunden  werden,  so  daß 

ax  -\-  l  =  Q 

ist,  so  heißt  das,  es  soll  x  mit  a  multipliziert  gleich  —  l  sein  oder  es  soll  x 
gleich  —  l  dividiert  durch  a  sein.  Wenn  die  Werte  a  und  /  nicht  absolut 
genau,  sondern  nur  bis  zu- einem  gewissen  Grade  der  Genauigkeit  bekannt 
sind,  wie  es  bei  beobachteten  Werten  meistens  der  Fall  ist,  so  kann  natür- 
lich auch  X  nur  mit  einem  gewissen  Grade. der  Genauigkeit  gefunden  werden. 

1 
Wenn  z.  B.  der  Wert   von   l  um  -j-—  seines  Betrages  größer  oder  kleiner 

./ 
sein  könnte,  während  a  absolut  genau  bekannt  ist,  so  würde  auch  x  =— 

a 

um  -r^  seines  Betrages  größer  oder  kleiner  sein  können.    Wenn  anderer- 

1 

seits  /  absolut  genau  bekannt  wäre,  während  a  um  —    seines  Betrages 

l  i        . 

größer  sein  könnte,   so  würde  x  = um  — r-  seines  Betrages  kleiner 

/  99     /        /  1     / 

sein    können,    denn —  =  ——.—  = tt:;:  — ,    und   wenn   a   um 

1  100   a       a        100  a 

"  +  99^ 

i  .  .  l  i 

——  seines  Betrages  kiemer  seni  würde,  so  würde  x  =  —    um  -—  größer 

Runge,  Praxis  der  Gleichung^en.  1 
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/  101   /         /  1     /        ^    , 

sein  können,  denn ^  =  lööä  =  «  +  löö  «  "     ^"^^'"^   ""   ^'^ 

11  11 

Unterschied  zwischen  —  und  -z-  und  ebenso  den  zwischen  — -  und  -^ 

vernachlässigen,    können    wir    demnach    rund    sagen,    daß    x    sich    um 

1  Prozent  vergrößert  oder  verkleinert,  wenn  a  sich  um  1  Prozent  verkleinert 

oder  vergrößert. 

Wenn  /  und  a  beide  nicht  genau  bekannt  sind,  so  können  die  Fehler 

in  der  Annahme  von  /  und  a  sich  aufheben,   sie  können  sich  aber  auch 

l  a 

verstärken.     Denkt  man  sich  l  um  rrrr  größer  und  gleichzeitig  a  um  — — - 

99  101 

/ 
kleiner,  so  tritt  an  Stelle  von  —  der  Ausdruck 


/     101        /         2       / 
^  ~ä  "99~  """ä  "^  99  "7' 


l  .  a 

oder  wenn  /  um  -rz-r  kleiner  und  a  um  — -  größer  angenommen  wird, 
101  99  ^ 

/ 

/ 


l 

/  + 

99 

a 

(l  — 

101 

101/99         /  2     / 


a         a   101         a        101    a 

"+99 

2  2 

Vernachlässigen  wir  wieder  den  Unterschied  zwischen  7-7-  und  -ttttti  sowie 

99  100 

2  2 

zwischen  — — -  und  7-—,  so  können  wir  rund  sagen,  x  wird  um  2  Prozent 
101  100  * 

fehlerhaft  sein  können,  wenn  bei  l  und  a  Fehler  von  1  Prozent  möglich  sind. 
Etwas  allgemeiner  stellt  sich  dieselbe  Betrachtung  durch  die  folgende 
Gleichung  dar: 

/  (1  +  a)        /  a      l  ß         l 

Mr+^)^ä+l  +  /?ä~l  +  ß'~a' 

.0.1  l 

Wenn  a  und  0  sehr  klein  sind,  so  ist ;:  —  sehr  nahe  gleich  a  •  — 

i  +  ß  a  ^  a 

,       ß      ^      ,  l 

^^^  A — , — o  ~  sehr  nahe  gleich  ß  —  und  man  kann  daher  sagen,  daß  bei 
1  -h  ßa        ■  a  *     ' 

Änderung  von  /  um  den  positiven  oder  negativen  Bruchteil  a  seines  Be- 
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träges  und  gleichzeitiger  Änderung  von  a  um  den  positiven  oder  negativen 
Bruchteil  ß  seines  Betrages   die  Änderung   von  —  den  Bruchteil  a  —  p 

seines  Betrages  ausmacht. 

Wenn  es  sich  um  beobachtete  Größen  handelt,  so  ist  in  sehr  vielen 
Fällen  die  relative  Genauigkeit,  mit  der  l  und  a  bekannt  sind,  gering  und 
es  würde  ein  unnötiger  Arbeitsaufwand  sein,  die  Division  mit  einer  erheb- 
lich größeren  relativen  Genauigkeit  auszuführen. 

Beispiel:  Ein  Zimmer  soll  50  qm  Inhalt  haben,  wobei  es  auf  1  Prozent 
d.  h.  \  qm  nicht  ankommt.  Die  Breite  soll  6.3  m  sein,  wobei  es  auch  auf 
1  Prozent,  d.  h.  6.3  cm  nicht  ankommt.  Wie  groß  muß  die  Länge  des 
Zimmers  sein  ? 

Die  Division  braucht  höchstens  bis  zur  dritten  Stelle  ausgeführt 
zu  werden. 

6.3  1  50.  1  7.94 
441 


59 

567 


23 

(Es  ist  7.94  geschrieben,  weil  die  Differenz  z\\äschen  6.3  x  4  und  23  ge- 
ringer ist  als  die  Differenz  zwischen  6.3  x  3  und  23.)  Eine  genauere  Aus- 
führung der  Division  hat  gar  keinen  Zweck,  weil,  wenn  Zähler  und  Nenner 
um  1  Prozent  andere  Werte  haben  können,  so  kann  der  Quotient  sich  um 
2  Prozent,  d.  i.  um  0.16  m  ändern,  ^s  würde  im  allgemeinen  auch  wohl 
das  Resultat  7.9  völlig  ausreichen. 

Der  Rechenschieber*)  in  der  handlichen  Größe,  wie  er  gewöhnlich 
ausgeführt  wird,  erlaubt  die  y^usführung  der  Division  etwa  auf  J  Prozent, 
was  in  sehr  vielen  Fällen  völlig  ausreicht.  Eine  vierstellige  Logarithmen- 
tafel läßt  sich  bequem  auf  eine  Quartseite  drucken,  so  daß  kein  Blättern 
zur  Auffindung  der  Logarithmen  oder  der  Numeri  nötig  ist.  Der  Fehler 
des  Logarithmus  von  Zähler  und  Nenner  beträgt  höchstens  eine  halbe 
Einheit  der  vierten  Dezimale,  der  des  Quotienten  daher  höchstens  eine 
Einheit  der  vierten  Stelle.  Dem  entspricht  ein  Fehler  im  Numerus  von 
etwas  weniger  als  \  Promille.  Selbst  wenn  die  Größen  a  und  /  also 
bis  auf  etwa  g^  ihres  Betrages  bekannt  wären,  würde  es  allenfalls 
noch  ausreichen,  den  Quotienten  mit  vierstelligen  Logarithmen  aus- 
zurechnen. 

Nur  ist  zu  bemerken,   daß  man  gern  so  genau  rechnet,  daß  die  bei 


*)  Der  Gebrauch  des  Rechenschiebers  muß  am  Instrument  selbst  gelernt  werden. 
Daher  ist  hier  auf  eine  Beschreibung  verzichtet. 

1* 
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der  Rechnung  vernachlässigte  Abweichung  erheblich  kleiner  ist  als  die 
durch  die  Unsicherheit  der  Daten  verursachte  Unsicherheit  des  Resultats. 
Unter  den  gemachten  Annahmen  würde  die  bei  der  Rechnung  ver- 
nachlässigte Abweichung  gleich   dieser   Unsicherheit   sein. 


§  2.    Lineare  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

Gleichungen  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  lassen  sich  auf 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  zurückführen.  Es 
seien  fliöi/i;  02*2^2  gegebene  Größen  und  es  sollen  die  Unbekannten 
X  und  ij  so  bestimmt  werden,  daß  gleichzeitig 

«1  X  +  61  ?/  +  /i  =  0 
«2  ^^  +  b-zV  +  k  =  0, 


a. 


so  kann  das  in  der  Weise  geschehen,  daß  man  die  erste  Gleichung  mit  — 
multipliziert  und  von  der  zweiten  Glied  für  Glied  abzieht: 
aoX-r    boij    +    1-2     =  0 

llo  Cl.y 

a.^x  -\ — -b^y  +  —l-i^  =  0 


b,--b,]ij-{-(h-"^h]  =  0. 


Es  entsteht  so  eine  neue  Gleichung  ersten  Grades,  die  die  Unbekannte 
X  nicht  mehr  enthält,  aus  der  man  also  y  durch  Division  findet.  Setzt 
man  diesen  Wert  von  y  in  eine  der  beiden  zuerst  gegebenen  Gleichungen 
ein,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung  ersten  Grades  für  x  allein.  Setzt  man 
den  Wert  von  y  in  die  andere  Gleichung  ein,  so  muß  sich  derselbe  Wert 
von  X  ergeben,   was  eine   Kontrolle  der   Rechnung  ermöglicht. 

Ist  die  Genauigkeit  des  Rechenschiebers  ausreichend,  so  läßt  sich 
die  Berechnung  der  Unbekannten  sehr  bequem  bewerkstelligen.  Stellt 
man  nämlich  auf  dem  Rechenschieber  die  beiden  Größen  a^  und  üo,  die 
eine  auf  der  festen,  die  andere  auf  der  beweglichen  Skala  einander  gegen- 
über, so  sind  alle  einander  gegenüberstehenden  Zahlen  in  dem  Verhältnis 

ü,  :  öo.     Den   Größen  b.  und  /,  werden  also  die  Größen  — 6,   und  — L 

«1  «1 

gegenüberstehen,  die  man  auf  diese  W^eise  durch  eine  einzige  Stellung  des 
Schiebers   ermittelt.      Hat   man   alsdann   durch   Gegenüberstellung   von 

^2  il-y 

h ^1   und  /jo -b^  den  Wert   von  y  gegenüber   der    1    der   enien 
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Skala  abgelesen,  so  kann  man  sofort  mit  der  gleichen  Stellung  des  Schiebers 
die  Werte  von  b^  y  und  b.2  y  ablesen,  die  in  die  gegebenen  Gleichungen 
eingesetzt,  die  beiden  Gleichungen  für  .r  liefern,  die  auf  denselben  Wert 
von  X  führen  müssen. 

Beispiel:  3.1  .r  +  4.2  2/ —  3.5  =  0 

1.2  .r  — 3^5?/  +  2.2  =  0. 

Um  alles  überflüssige  Schreiben  zu  vermeiden,  setzt  man  nur  die 

Koeffizienten   selbst   hin    und   läßt  bei  der  durch  Multiplikation  mit  — 

öl 
erhaltenen  Gleichung  das  Glied  mit  x  ganz  weg,  das  ja  doch  bei  der  Sub- 
traktion wegfällt: 


3.1  +  4.2 

1.2  —3.5 
+  1.63 

—  3.5 

+  2.2 

—  1.36 

—  5.13 

+  3.56 

—  3.5 
+  2.91 

3.1  — 0.59    .T  =  +  1.90     (aus  der  ersten  Gleichung). 
+  2.2 
—  2.43 


1.2  — 0.23     .r  =  +  1.92     (aus  der  zweiten  Gleichung) 

Mit  vierstelligen  Logarithmen  würde  man  etwa  so  rechnen.  Zunächst 
würde  man  die  Logarithmen  der  Koeffizienten  der  ersten  Gleichung  hin- 
schreiben : 

0.4914    0.6232    .fi.5441^. 

dazu  den  Logarithmus  des  Koeffizienten  von  x  in  der  zweiten  Gleichung 

0.0792.      Nun  ist.    um  mit    -  zu  multiplizieren,   die  Differenz  0.4914  — 

«1 
0.0792  =  0.4122  von  den  Logarithmen  von  h^  und  /j,  abzuziehn: 

0.2110    0.1319,,. 
Dazu  die  Numeri 

1.626    —1.355. 

Diese  sind  von  b^  und  l^,  abzuziehen 

—  5.126     +3.555. 

Die  Rechnung  kann  nach  dem  folgenden  Schema  ausgeführt  werden: 
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Gleichungen. 

0.4914 

0.6232 

0.5441« 

0.0792 

0.4122 

0.4122 

0.4122 

0.2110 

0.1319„ 

1.626 

—  1.355 

-3.5 

+  2.2 

—  5.126      +  3.555 
Aus  den  letzten  beiden  Zahlen  ergibt  sich  y: 

log  3.555  =  0.5508 
log  5.126  =  0.7098 

log  ij  =  9.8410    y  =  0.6934 
Mit  dem  gefundenen  Werte  wird  dann  auf  doppelte  Weise  x  gefunden; 

log  6i  :  0.6232  log  h^  :  0.5441,, 

log  y   :  9.8410  log  y  :  9.8410 


0.4642 

0.3851« 

b^y=       2.912 

boy  =  —  2.427 

/^  =  _3.5 

l,=  +  2.2 

—  0.588 

—  0.227 

9.7694 

9.3560 

log  Ol  =  0.4914 

log  02  =  0.0792 

9.2780 

9.2768 

a;=  0.1897 

X  -  0.1891 

Man  beachte,  daß  die  Ungenauigkeiten,  die  durch  die  bei  der  Rech- 
nung vernachlässigten  Stellen  entstehen,  erheblich  größer  werden  können 
als  die  Genauigkeit  einer  einzelnen  Multiplikation  oder  Division.  So  ist 
z.  B.  bei  der  mit  dem  Rechenschieber  ausgeführten  Rechnung  das  Produkt 
^2  ?/  =  —  2.43  auf  ^  Prozent  genau,  aber  bei  der  Summe  I2  -\-  b^y  —  —  0.23 
wird  der  Fehler  relativ  viel  größer,  woraus  sich  die  Abweichung  zwischen 
den  beiden  Werten  von  x  erklärt.  Es  kann  in  solchen  Fällen  notwendig 
werden,  die  Rechnung  mit  mehr  Stellen  durchzuführen,  als  für  das  Resultat 
erforderlich  sind.  Man  erkennt  das  erst  im  Verlaufe  der  Rechnung  und 
muß   daher   unter   Umständen   dieselbe   Rechnung  wiederholen. 

Von  der  durch  die  Abkürzung  der  Rechnung  eingeführten  Unsicher- 
heit ist  wohl  zu  trennen  die  Unsicherheit,  die  durch  die  Ungenauigkeit 
der  Koeffizienten  entsteht.    Wenn  z.  B.  l^  —  2.2  nur  auf  eine  Einheit  der 

6f2  ... 

ersten  Dezimale  sicher  ist,  so  ist  I2  —  —  ^i  =  3.56  auch  nur  auf  eme  Emheit 

Ol 

der  ersten  Dezimale  sicher,  also  auf  etwa  3  Prozent.  Und  der  Wert  von  y 
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wird  auch  nur  auf  3  Prozent  sicher,  d.  h.  auf  etwa  0.02.  Und  wenn  nun  x 
wieder  mit  Hilfe  dieses  für  y  gefundenen  Wertes  berechnet  wird,  so  wird 
^1  y  um  3  Prozent  unsicher,  d.  i.  um  etwa  0.09,  mithin  l^  —  h-^y  um  etwa 
1.5  Prozent  und  daher  x  auch  um  15  Prozent.  Man  könnte  die  Unsicherheit 
von  X  auch  unmittelbar  finden,  indem  man  aus  den  beiden  gegebenen 
Gleichungen  nicht  erst  y  berechnet,  sondern  unmittelbar  eine  Gleichung 

.     ^2  ... 

für  X  ableitet,  indem  man  z.  B.  die  erste  Gleichung  mit  —  multiphziert 

von  der  zweiten  abzieht.    Man  erhält  auf  diese  Weise  die  Gleichung  für  x\ 


f^-^'j^'  +  l'^-^'')"^ 


1.2    ^  2.2 

h,  />o  2.58  —  2.92 

a,--«,=3.78,     /,_-/,  =  -0.72    3^^331^^ 

a;  =  0.191. 

Ein  Fehler  von  l^  um  0.1  ergibt   auch  einen  Fehler  von  Z.,  —  —  Zj 

um  0.1,  d.  i.  um  14  Prozent,  also  auch  einen  Fehler  von  x  um  14  Prozent, 
also  um  0.027. 

Von  den  verschiedenen  Möglichkeiten,  wie  man  die  Werte  von  x  und  y 
finden  kann,  wird  man  unter  Umständen  gewisse  bevorzugen. 

So  kann  man  z.  B.  um  y  zu  berechnen,  sowohl  die  erste  Gleichung 

.     <'2  .  ..... 

mit  —  multipliziert  von  der  zweiten   abziehen,   wie  auch  die  zweite  mit 

«1 
«1  .    .  . 

—  multipliziert  von  der  ersten  abziehen.     Im  ersten  Falle  erhalten  wir 

«2 

für   y   die   Gleichung: 


im  zweiten  Fall: 


</o 


(*'-^»)^  +  (''-ü;'-^)  =  °- 


Ist  —  klein,   so  wird  man   in  der  Regel   die  erste  Art  vorziehen. 
Denn  es  werden  dann,  außer  wenn  hy  und  l^  groß  gegen  Z>2  und  /2  sind,  die 

öo  «2  Ar 

Produkte    -6,  und  —L  nur  kleine  Bruchteile  von  h^  und  /.,  sein.    Man 
öl   '  «1 

braucht   also  die  Produkte  —h^  und     -l^  nur   auf  sr>hr  wenig  Stellen 
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auszur 


echnen,  während  dennoch  die  relative  Genauigkeit  von  1^2 ^i 

d   1/2 -h]  groß  ist. 


im 

Z.  B 


bb  X  -\-  S.oy  —  5    =  0 

.r  —4.3?/  +3.7  =  0 

55 

3.3        —5 

1 

—  4.3         +3.7 

0.060    —0.091  .,  ^^, 

!.y9i 


—  4.360     +  3.791      y  =  -^—  =  0.8695. 

4.360 

Wollte  man  dagegen   die  zweite  Art  der  Rechnung  anwenden,  so 

müßten    die  Produkte   — bo  und  — L  auf  4  Stellen  ausgeführt  werden, 

«2  «2 

um  für  y  die  gleiche  Genauigkeit  zu  erhalten. 


1 

—  4.3 

+  3.7 

55 

+  3.3 

—  5 

—  236.5 

+  203.5 

2085 

239.8    —208.5      r/ =  ——  =  0.8695. 
•^       2398 

Für  die  erste  Art  der  Rechnung  würde  die  Genauigkeit  des  Rechen- 
schiebers vollkommen  ausreichen,  um  Zähler  und  Nenner  von  y  zu  finden, 
für  die  zweite  dagegen  nicht. 

Will  man  ferner  mit  dem  gefundenen  Werte  von  y  den  Wert  von  x 
berechnen,  so  ist  es  vorteilhafter,  sich  der  ersten  Gleichung  zu  bedienen, 
in  der  a^  groß  ist  gegen  öj^  vorausgesetzt,  daß  nicht  etwa  zugleich  b^  groß 
ist  gegen  b^. 

Denn  wenn  bei  Benutzung  der  ersten  Gleichung  b^  y  mit  einem 
Fehler  behaftet  ist.  so  wird  er  bei  der  Berechnung  von  x  durch  a^  dividiert, 
während  bei  Benutzung  der  zweiten  Gleichung  der  Fehler  von  b^  y  durch 
das  kleinere  a^  dividiert  ^^^rd.  In  dem  obigen  Beispiel  ergibt  sich  mit 
dem   Rechenschieber   aus   der   ersten   Gleichung 

2  13 
y  =  0.87,    3.3  y  =  2.87,    x  =  -—-  =  0.0388. 

Bei  Benutzung  der  zweiten  Gleichung  dagegen  gibt^  der  Rechen- 
schieber 4.3  y  =  3.74,  x  =  0.04.  Im  ersten  Falle  kann  man  also  mit  dem 
Rechenschieber  den  Wert  von  rr  auf  etwa  \  Prozent  genau  finden,  im 
zweiten   Falle  dagegen  weitaus  nicht   so  genau. 

Im  zweiten  Falle  genügt  es  nicht,  den  Wert  von  y  nur  auf  etwa 
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1  Prozent  zu  kennen,  um  den  Wert  von  x  etwa  mit  derselben  relativen 
Genauigkeit  zu  berechnen. 

Die  Größenunterschiede  der  Koeffizienten  n.,  ^^^^  "i  können  so  groß 

Sern,    daß  — b^  und  —/j  gegen  /^a  und  I2  überhaupt  nicht  in  Betracht 

«1  «1 

kommen.    Dann  hätte  man  für  y  einfach  die  Gleichung  ^2  ?/  +  ^2  —  ^  zu 
setzen,  mit  anderen  Worten,  man  könnte  das  Glied  a.yX  in  der  zweiten 

Gleichung  vernachlässigen.     Ist  zugleich  —  so  klein,   daß  —l^  gegen   /j 

nicht  in  Betracht  kommt,   so  ergibt  sich  a^  a*  +  /i  =  0,  d.  h.  es  kann  in 
der  ersten  Gleichung  das  Glied  mit  y  vernachlässigt  werden. 

Z.B.  123  a^  —        y  +  53  =  0 

0.5  rr  +  201?/  —47  =0. 

53  47 

Die  Werte  .r  =  — -7^:7=  —0.43  und  ?/=:—-=  0.23  sind  Nähe- 

rungen  der  Lösungen.     Man  kann  diese  Näherungen  benutzen,  um  ge- 
nauere Werte  zu  finden.    Indem  man  den  Näherungswert  von  y  in  die 

52.77 
erste  Gleichung    einsetzt,    ergibt    sich    x  =  und    indem    man    den 

Näherungswert  von    x   in    die    zweite  Gleichung    einsetzt,    ergibt    sich 

47.215 
?^  = -— —    (vergl.   Abschnitt   III    §   12). 

Es  kann  vorkommen,  daß  in  den  gegebenen  Gleichungen  a^  und  a^ 
keine  wesentlichen  Größenunterschiede  zeigen,  daß  aber  auf  leichte  Weise 
aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  eine  dritte  abgeleitet  werden  kann, 
in  der  der  Koeffizient  von  x  sehr  klein  gegen  a^  oder  a,  ist  und  die  dann 
mit  einer  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  bequem  zur  Berechnung 
verwendet  werden  kann.  Ist  z.  B.  a^  nahezu  gleich  o.^.  so  kann  man  die 
Differenz  der  beiden  Gleichungen  bilden. 

Z.  B.  123x  —biy  -h  ol  =  0 

122  a;  +  43  ?/  —  22  =  0 


X 

-94?/ 

+  59  = 

0 

123 

—  51 

37 

1 

—  94 

59 

—   0.4  -f    0.3 

—  93.6       58.7    y  =  0.627. 
Zugleich  gibt  die   Summe  der  beiden   Gleichungen 
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245  x  —  8  1/       +  15         =  0 
Sy       —   5.016  =  0 


9.984 

=  —0.0407. 


245 

Ebenso  wenn  a^  nahezu  gleich  2  Og  wäre,  so  könnte  man  die  zweite  Gleichung 
mit  2  multipliziert  von  der  ersten  abziehen  und  so  eine  Gleichung  erzielen, 
in  der  der  Koeffizient  von  x  klein  ist. 

Unter  Umständen  kann  es  auch  zweckmäßig  sein,  statt  einer  der 
beiden  Unbekannten  eine  Kombination  der  beiden  einzuführen.  Ist  z.  B. 
b^  nahezu  gleich  «2?  so  kann  man  x  -\-  y  =  y'  setzen  und  hat  dann 

(Ol  — öi)a:  +  öi2/'  +  ^1  =  0 

(Ö2  ^2)  ^  +  ^2  ?/'   +  ^2  =  0- 

^2  ^2 

Jetzt  ist  02  —  ^2  klein,  und  man  kann  die  erste  Gleichung  mit - 

multipliziert  von  der  zweiten  abziehen  und  kann  dabei  die  Rechnung  auf 
wenige  Stellen  beschränken. 

Z.  B.  522  x  —  llly—   66  =  0 

433  a;  +  431 2/  +  103  =  0. 

Daraus  für  x  -\-  y  =  y' 

699  X    —illij'    —   66  =  0 
2x     +  431  ?/'     +  103  =  0 

-0-^1    -o.i^_         ^03J9 

431.51         103.19  y' =  _—-—-  =  — 0.239 


—  177  y' 


IV              y    - 

431.51 

—  66 

=  +  42.3 

—  23.7 

23.7 

+  0.0340 

699 

—  0.273. 

y 

Man  kann  durch  Einfülu'ung  einer  neuen  Veränderlichen  auch  die 
Lösung  der  Gleichung  finden. 

Es  sei  nämlich  x  -\-  ky  =  x\  dann  ist 

Ol  x'  +  (&i  —  k  a^)  y  ^  li  =  0 
Oo  x'  +  (^2  —  ^  ^2)  y  +  ^2  =  *^- 

Wird  nun  /c  =  —  gesetzt,  so  fällt  y  aus  der  ersten  Gleichung  heraus 
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und  man  hat  x'  = .    Dieser  Wert  wird  in  die  zweite  Gleichung  ein- 

a, 

gesetzt,  die  alsdann  in  eine  Gleichung  für  y  übergeht. 

Nachdem  auch  y  gefunden  ist,  hat  man  a;  =  jc' -y. 

üi 

Es  kommt  die  Aufgabe  vor,  daß  zwei  Unbekannte  x  und  y  die  Lö- 
sungen zweier  Gleichungen 

üix  +  b^y  +  1^  =  0 

sein  sollen,  für  welche  der  Wert  U  einer  linearen  Funktion  a^x  -\-  b^y  -\-  l^ 
berechnet  werden  soll.    Dies  kann  auf  folgende  Weise  bequem  ausgeführt 

Ö2 

werden.     Man  zieht  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  mit  —  multi- 

«3  ... 

pliziert  von   der   linken  Seite   der  zweiten   ab  und  mit  —  multipliziert 

von  der  linearen  Funktion  a^  x  -}-  b^  y  -{-  l^  ab.  Dadurch  wird  der  Wert 
der  letzteren  nicht  geändert;  aber  das  Glied  mit  x  fällt  dadurch  fort  und 
wir  erhalten 


Der  Abkürzung  wegen   möge  geschrieben  werden 
b2  ^  +  /ä'  =  0 

h'  y  +  W  =  ^• 

Nun  wird  die   linke  Seite  der  Gleichung  b.^'  y  +  /g'   niit  —  multi- 

O2 

pliziert  von  b^'  y  +  l^  abgezogen,  wodurch  wiederum  der  Wert  dieser 
Größe  nicht  geändert  wird.  Dadurch  wird  auch  das  Glied  mit  y  fort- 
geschafft und  man  erhält  den  Wert  von   U\ 


3         1  /  '2 


Zugleich  ist  y  =  — 7—   und   durch  Einsetzen  dieses  Wertes  findet 
^2 
man,  wie  oben  angegeben  ist,  den  Wert  von  x. 
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Die   Rechnung   geschieht  zweckmäßig  nach  folgendena  Schema: 


a-2 

h 

h 

«1 

«1 

«3 

h 

^3 

^3, 

f'3  , 

«1 

öl 

b,' 

I2 

b^' 

w 

Beispiel: 


U. 

11.3  a'—    2.1  y  +  15.4  =  0 

17.1  a-  +  13.5?/  — 11.2  =  0 

19.2  X  —  10.8  ?/  +  12.6  =  U 

11.3     —   2.7     +  15.4 


17.1     +  13.5 
—   4.1 

—  11.2 

+  23.3 

19.2     —10.8 
—   4.6 

+  12.6 

+  26.2 

17.6 

—  34.5     . 

—   6.2 

— 13.6 
+  12.2 

—  25.8. 
Eine  andere  Art,  dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  ist  die  folgende.   Statt  x 

werde  die  neue  Veränderliche  x' =  x -\- — y  emgeführt.     Wir  erhalten 

«1 
dann 

«1  x'  +  /i  =  0 

a.,x'  +(^b^—~a.^y+l,  =  0 

«3  ^'  +  ( ^3  —  ^  Ö3)  y  +  h=^- 

h 
Wird  dann  statt  x'  wieder  eine  neue  Veränderliche  x"  =  x'  -\ 

eingeführt,  so  ergibt  sich 
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«1  x"  =  0 

02  x"  +  ho  y  +  /■>'  =  0 

wo  gerade  wie  oben  bo'  für  bo Uo.,  bJ  für  63 «3,  //  für  /.,  —  —  üo, 

/g'  für  /3 ^Ö3  geschrieben  ist.    Da  nun  x"  infolge  der  ersten  Gleichung 

Null  sein  mui3  («^  wird  von  Null  verschieden  vorausgesetzt),  so  fallen  in 
den  beiden  andern  Gleichungen  die  Glieder,  die  x  enthalten,  fort  und 
wir  erhalten 

bi  y  +  W  =  0 

^3'  y  +  W  =  u. 

w 

Wird  nun   für  y  die  neue  Veränderliche  y'  =  y  -^  y-,  eingeführt, 

2 

so  ergibt  sich 

bo'  y'  =0 

Da  wiederum  {b..'  ^  0  vorausgesetzt)  ij'  Null  sein  muß,    so  folgt 
wie  oben 

W 

Zugleich    ergibt    sich     y  = —f-,     und    x'  =  —~    und    daraus 


b.' 


h 


x  = ^  ^  +  x'.  Die  Rechnung  kann  nach  folgendem  Schema  ausgeführt 


werden ; 


K 

h 

h 

h 

—  «2 
«1 

h 

-«2 

«1 

h 

^3 

b, 

-  03 

«1 

b.:      /./ 


^3'      ^3' 

lo' 


b' 


U 


Beispiel: 


11..3j;—   2.7?/  +  15.4  =  0 

17.1  a;  +  13.5?/  — 11.2  =  0 

19.2  x  —  10.8  2/  +  12.6  =  U 


14 
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11.3 
17.1 

19.2 


-    2.7 

15.4 

+  13.5 

—  11.2 

—  4.09 

+  23.3 

—  10.8 

+  12.6 

—  4.59 

+  26.1 

17.59—34.5 

—6.21—13.5 
+  12.2 


25.7 


Man  erkennt,  daß  das  Schema  dieser  zweiten  Rechnungsart  in  das 
Schema  der  ersten  übergeht,  wenn  die  Kolonnen  mit  den  Reihen  ver- 
tauscht werden,  d.  h.  wenn  man  die  9  Koeffizienten  so  schreibt: 

üi  Qo  Ö3 

bi         ^2  ^3 

Daraus  ergibt  sich  der  Satz,  daß  der  Wert  von  U  derselbe  bleibt, 
wenn  man  statt  der  drei  gegebenen  Gleichungen   schreibt: 

Ol  X  +  Ö2  ?/  +  Ö3  =  .0 
&i  a;  +  &2  2/  +  ^3  =  0 
l^x  -\-  hy  +  h  =  U, 

die  Werte  von  x  und  y  dagegen  bleiben  im  allgemeinen  nicht  dieselben. 
Zur   Kontrolle  der   Rechnung  kann  man  sich  des  folgenden  Ver- 
fahrens bedienen.     Bezeichne  s-^  die  Summe  a^  +  l\  +  Z^,  ^2  die  Summe 

^2  +  ^2  +  ^-21  ^3  die  Summe  Ö3  +  ^3  +  ^3,  so  \wd  offenbar  s^  —  -^  •^i  =  ^2' 


+  I2    und  53 


s^  =  b.^'  +  /g'.     Wenn  man  also  zu  den  drei  Kolonnen 


noch  als  vierte  Sj  s^  s^  hinzufügt 


bo 

b. 


h 


und  hier  dieselben  Rechnungen  wie  oben  vornimmt,  d.  h.  das  Glied  s^ 

«2  ^'3 

der  ersten  Reihe  mit  —  multipliziert  von  Sg  abzieht  und  mit  — ^  von  53 


abzieht,  so  erhält  man 


b,' 
bz 


u 
u 


Dabei    ist    sJ    für    So — — s,    und    sJ    für  s^ 


s^   geschrieben. 


Jetzt   muß    wieder   b^  +  l^  —  s^    und   ^3'  +  /3'  =  s^'    sein   und    daher 
bJ 


bo' 


h' 


bs 
bJ  ^'  ■ 


Rechnet  man  also   weiter,    indem  man  die 
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Reihe  b^' W  s^'  mit  -—,    multipliziert   von   der   nächsten  Reihe   abzieht, 
SO  muß  sich  zweimal  derselbe  Wert  U  ergeben. 

Beispiel:  11.3  a:—   2.7  y  +  15.4  =  0 

17.1  3^4-  13.5  y  — 11.2  =  0 

19.2  X  —  10.8  y  4-  12.6  =  U 


11.3     —    2.7 

+  15.4 

+  24.0 

17.1     +  13.5 

—  11.2 

+  19.4 

—   4.1 

+  23.3 

+  36.3 

19.2     —10.8 

+  12.6 

+  21.0 

—   4.6 

+  26.2 

+  40.8 

+  17.6 

—  34.5 

—  16.9 

—   6.2 

—  13.6 

—  19.8 

+  12.2 

+    6.0 

—  25.8    —25.8 

Dieselbe  Kontrolle  läßt  sich  natürlich  auch  bei  der  zweiten  Art  der 
Rechnung  anwenden.  Es  treten  dann  nur  die  Summen  der  Glieder  einer 
Kolonne  an  die  Stelle  der  Summen  der  Glieder  einer  Reihe. 

Bei  allen  diesen  Rechnungen  ist  vorausgesetzt,  daß  weder  a^  noch 

bo'  verschwindet.     Denn  sonst  könnte  man  die  Divisionen  —  und  — 

nicht  ausführen.    Gesetzt  nun,  es  wäre  a^^O  aber  b2  =0^  so  würde  die 

Gleichung,  welche  entsteht,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  —  multi- 

«1 
pliziert,  von  der  zweiten  abzieht,  in  I.2'  =  0  übergehen.  Nur  wenn  diese 
Bedingung  I2'  =  0  erfüllt  ist,  würden  also  Werte  von  x  und  y  existieren, 
die  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  befriedigen.  Wäre  62'  =  0  und 
I2'  ^  0,  so  würde  das  heißen,  daß  die  Annahme  der  Existenz  von  ^^'erten 
für  X  und  y,  die  den  beiden  Gleichungen  genügen,  auf  einen  Widerspruch, 
führt.   Man  erkennt  das  am  besten,  wenn  man  wie  oben  die  Veränderliche 

x"  =  X -\ y -\ einführt.      Dann  nehmen  die   beiden   Gleichungen, 

wie   oben   gezeigt,   die   Form   an: 

flix"  =  0 

a^x"  -\-  b^,'  y  +  I2  =  0 

und  wenn  b^'  =  0  ist: 

«1  x"  =  0 

«2  x"  +  I2  =  0. 
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Ist  I2'  ^  0,  so  enthalten  die  beiden  Gleichungen  zwei  einander  wider- 
sprechende Forderungen.     Die  erste  enthält  die  Forderung  x"  =  0,  die 

W 
zweite  die  Forderung   x"  = — . .    Ist    dagegen  l^  —  0,  so    enthalten 

beide  Gleichungen  dieselbe  Forderung  x"  =  0  und  man  kann  daher  die 
zweite  Gleichung  ganz  außer  Betracht  lassen.  In  diesem  Falle  hat  man 
es  also  nur  m.it  der  Gleichung  x"  =  0  oder 

h       h 

X  =  — ~y 

«1         «1 

zu  tun.  Die  Werte  von  x  und  ij  sind  nicht  bestimmt.  Man  kann  y  ganz 
beliebig  annehmen  und  x  demgemäß  berechnen.  Ist  die  Voraussetzung 
«x  ^  0  nicht  erfüllt,  so  könnte  man  die  zweite  Gleichung  Ö2  x  -\-  b^y  ^  l^, 
=  0  mit  der  ersten  vertauschen;  dann  würde  in  dem  Rechnungsschema 
cio  an  die  Stelle  von  a^  treten  und  zugleich  bo,  lo  an  die  Stelle  von  b^,  /j, 
und  die  Rechnung  ließe  sich  ausführen,  wenn  nicht  «2  auch  gleich  Null 
wäre.  Das  aber  kann  als  ausgeschlossen  gelten.  Denn  wenn  a^  und 
«2  beide  Null  wären,  so  würde  das  bedeuten,  daß  die  Größe  x  in  den 
beiden  Gleichungen  überhaupt  nicht  vorkommt. 

Beispiel :  1.7  x  —  i:3y  +  4.5  =  0 

—  3.4  a;  +  2.6?/  — 2.3  =  0. 

Diese  Gleichungen  enthalten  einen  Widerspruch.  Wird  die  erste 
Gleichung  mit  —  2  multipliziert  und  von  der  zweiten  abgezogen,  so  er- 
gibt sich 

6.7  =  0. 

Wenn  wir  dagegen  schreiben 

1.7  a;  — 1.3^  +  4.5  =  0 

—  3.4a;  +  2.6y  —  9.0  =  0, 

so  erhalten   die  beiden  Gleichungen  dieselbe  Forderung 

1.3  4.5 

Statt  die  beiden  Gleichungen  zu  vertauschen,  wenn  a^  =  0  sein 
sollte,  kann  man  auch  x  und  y  ihre  Rollen  vertauschen  lassen,  d.  h.  man 
kann  die  beiden  Kolonnen  vertauschen.  Dann  tritt  b^  an  die  Stelle  von  a^ 
und  man  kann  den  Fall,  daß  mit  a^  —  0  auch  ^^  =  0  wäre,  als  ausgeschlossen 
betrachten.  Denn  es  hieße,  daß  in  der  ersten  Gleichung  die  Unbekannten 
überhaupt  nicht  enthalten  sind.  Die  Gleichung  müßte  sich  dann  auf  1^  =  0 
reduzieren  und  würde,  wenn  wie  hier  /^  als  feste  Zahl  vorausgesetzt  wird, 
entweder  einen  Widerspruch  oder  eine  Identität   (0  =  0)  enthalten. 
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Man  kann  den  drei  Gleichungen 

«1  ^  +  ^1  ?/  +  /i  =  0 

('a^^  +  hy  +  h  =V 

geometrische  Bedeutungen  beilegen,  wenn  man  x  und  ?/  als  Koordinaten 
in  einer  Ebene  deutet.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  die  Gleichungen 
zweier  gerader  Linien.  Die  gemeinsame  Lösung  liefert  die  Koordinaten 
des  Durchschnittspunktes  der  beiden  Geraden.  Setzt  man  diese  Ko- 
ordinaten in  die  linke  Seite  der  dritten  Gleichung  ein,  so  hat  auch  U  eine 
geometrische  Bedeutung.  Man  denke  sich  auf  der  Geraden,  deren  Gleichung 
^3  X  +  63  ?/  +  /g  =  0  ist,  eine  Strecke  A  B  abgetragen,  deren  Projektionen 
auf  die  Koordinatenachsen  gleich  h^  und  — ög  sind;  dann  ist,  wenn  S  den 
Schnittpunkt  der  beiden  ersten  Geraden  bezeichnet,  der  Wert  von  U 
gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  ABS.  Dabei  haben  wir  den 
Inhalt  des  Dreiecks  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  nach  folgender  Maß- 
gabe. 

Wir  unterscheiden  die  beiden  Seiten  der  dritten  Geraden  als  positive 
und  negative  Seite.  Die  positive  Seite  ist  diejenige,  welche  zu  der  Strecke 
-l  B  so  liegt,  wie  die  Seite  der  positiven  y  zu  der  positiven  Richtung  der  x. 
Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist  dann  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  S 
auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  dritten  Geraden  liegt.  Oder 
mit  anderen  Worten  U  ist  das  Drehungsmoment  einer  Kraft  .4  B  in  Bezug 
auf  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  ersten  Geraden  je  nach  dem 
Drehungssinn  positiv  oder  negativ  gerechnet. 

Seien  nämlich  x-^  und  y-^  die  Koordinaten  eines  Punktes  .4  einer 
Geraden,  deren  Gleichung 

ist,  so  hat  man 

a  .Ti  +  i  ?/i  +  c  =  0. 

Sind  nun  x,  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P,  der  nicht 
auf  der  Geraden  zu  liegen  braucht,  so  kann  man  in  dem  Ausdruck 
a  X  -\-  b  y  -{-  c  den  Wert  von  c  durch  —  a  x^  —  61/1  ersetzen  und  hat  daher 

a  X  -^  b  y  +  c  =--  a  {x  —  x-i)  -\r  b  (y  —  y^). 

Trägt  man  von  A  aus  eine  Strecke  A  B  ab,  deren  Projektionen  J,  —  a 
sind,  so  ist  a  {x  —  x-^)  -\-  b  {y  — y^)  das  Drehungsmoment  einer  Kraft  A  B 
in  Bezug  auf  den  Punkt  P.  Man  erkennt  dies  bei  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten sofort  durch  Einführung  des  Winkels  {A  B),  den  die  Richtung  A  B 
mit  der  x-Achse  macht,  und  des  Winkels  {A  P),  den  die  Richtung  A  P 
mit  der  a;- Achse  macht.  Die  Winkel  werden  von  der  Richtung  der  positiven 

Rnnge,  Praxis  der  Gleichnngen.  2 
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a:- Achse  nach  der  Seite  der  positiven  y  beginnend  von  0  bis  360°  gezählt. 
Es  ist  dann 

b  =  ABco^  {A  B),     —a  =  AB  sin  [A  B) 
X  —  x^  =  A  P  co^  {A  P),     ij  ~y^  =  A  P  sin  {A  P) 

und  daher 

a  {x—x{)  +  h  iy—yi)  =  A  B  ■  A  P  ■  &m  {{A  P)  —  {A  B)). 

Die  Bedingung  b^^  =  0,  welche,  wie  wir  oben  fanden,  bedeutet, 
daß  die  ersten  beiden  Gleichungen  entweder  sich  widersprechen  oder 
dasselbe  besagen,  hat  die  geometrische  Bedeutung,  daß  die  beiden  Geraden 
einander  parallel  sind  oder  zusammenfallen. 

U  =  0  bedeutet,  daß  die  dritte  Gerade  durch  den  Schnittpunkt 
der  ersten  beiden  geht. 


§  3.    Lineare  Gleichungen  mit  melir  als  zwei  Unbekannten. 

Sind  mehr  als  zwei  Unbekannte  vorhanden,  so  läßt  sich  die  Rech- 
nung in  analoger  Weise  durchführen.  Es  soll  hier  nur  noch  für  drei  Un- 
bekannte geschehen,  da  man  unmittelbar  sieht,  wie  sich  der  Fall  von 
beliebig  vielen  Unbekannten  gestaltet.  Dabei  werde  gleich  der  Wert  einer 
vierten  linearen  Funktion  der  drei  Unbekannten  mit  berechnet. 

öl  a:  +  &i  ?/  +  fi :;  +  /i  =  0 
a^x  -}-  b^y  -^  c^z  +  1.2  =  0 
ttsx  +  bsy  -\-  CsZ-{-Is  =  0 

«4  X  -\-  b^  y  -\-  c^  z  +  l^  =  U . 

Von  den  Größen  %,  a^,  a^  kann  mindestens  eine  als  von  Null  ver- 
schieden vorausgesetzt  werden,  weil  sonst  x  in  den  drei  Gleichungen  gar 
nicht  vorkommen  würde,  also  auch  nicht  berechnet  werden  kann.  Wir 
denken  uns  eine  Gleichung  an  den  Anfang  gestellt,  in  der  der  Koeffizient 

von  X  von  Null  verschieden  ist.     Dann  werde  die  erste  Gleichung  mit  — 

multipliziert,   von  der   zweiten  Glied   für  Glied   abgezogen,   mit  —  von 

der  dritten,  mit  —  von  der  vierten.    Auf  diese  Weise  entstehen  drei  neue 
öl 

Gleichungen,   die  so  bezeichnet  werden  mögen: 

^2  ?/  +  f  2'  ^  +  ^2'  =  Ö 
h^  y-Vc^'z^h'  =  0 

i'i  V  +  q'  z  +  U  =  u. 
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Ist  von  den  Größen  b^  ,  b.^'  mindestens  eine  von  Null  verschieden, 
so  denke  man  sich  die  betreffende  Gleichung  vorangestellt,  so  daß  also 
bo'  ^  0  ist.  Sind  dagegen  63'  und  ^3'  beide  Null,  so  lasse  man  y  und  z  ihre 
Rollen  vertauschen,  so  daß  die  dritte  Kolonne  an  Stelle  der  zweiten  tritt. 
Wenn  nicht  zugleich  Cg'  und  c^'  verschwinden,  so  läßt  sich  demnach  immer 
erreichen,  daß  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  in  der  ersten  dieser  drei 
Gleichungen  nicht  verschwindet,  und  es  ist  daher  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  gleich  b.^'  als  von  Null  verschieden  vorauszusetzen.  Sind 
aber  die  vier  Größen  b^,',  Cg',  63',  Cg'  Null,  so  enthalten  die  beiden  Gleichungen 
/g'  =  0  und  /g'  =  0  entweder  einen  Widerspruch  oder  eine  Identität,  je 
nachdem  die  Zahlen  l.^'  und  /g'  Null  sind  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle 
gibt  es  keine  Lösung  der  drei  gegebenen  Gleichungen,  im  ersteren  Falle 
sind  die  zweite  und  dritte  der  gegebenen  Gleichungen  eine  Folge  der  ersten, 
und  es  haben  daher  y  und  z  ganz  beliebige  Werte,  zu  denen  das  x  immer 
passend  bestimmt  werden  kann. 

Ist  b^'  ^  0,   so  werde  die  Gleichung  b^'  y  -\-  C2'  z  -]-  I2'  =  0  einmal 

mit  —  multipliziert,  von  der  zweiten  Gleichung  abgezogen  und  einmal 
2 

mit  -z—,  rnultipliziert  von   der   dritten.     Auf  diese  Weise  entstehen  zwei 

neue   Gleichungen,   die   so   bezeichnet   werden   mögen: 

C3"  z  +  /g"   =  0 

f4"  z  +  h"  =  U. 

Ist  C3"  =  0,  so  enthält  die  erste  Gleichung  einen  Widerspruch  oder 
eine  Identität,  je  nachdem  die  Zahl  /g"  von  Null  verschieden  oder  gleich 
Null  ist. 

Im  ersten  Fall  ist  es  nicht  möglich,  die  drei  gegebenen  Gleichungen 
durch  dasselbe  Wertepaar  zu  befriedigen.  Im  zweiten  Fall  ist  die  Gleichung 
63'  y  +  C3'  z  +  ^3'  =  0  eine  Folge  der  Gleichung  b^'  y  -{-  c^'  z  -\-  l^  =  0. 
Der  Wert  von  z  bleibt  alsdann  ganz  beliebig  und  man  kann  die  Werte  von 
X  und  y  immer  passend  so  bestimmen,  um  den  drei  gegebenen  Gleichungen 
zu  genügen. 

Ist  C3"  ^  0,  so  werde  die  Gleichung  c^'  z  -\-  l^'  ■=  0  mit  -,;  multi- 
pliziert  und   von  der  zweiten  Gleichung  abgezogen.      Dann    ergibt  sich 


W'-~T.-i^'  -V, 


zugleich  ist 
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''2'  W 

a^  üi  rtj 

Beispiel :  2bÖ  x  ^  U6  y  —  105  z  +  354  =  0 

146  o;  +  346  1/  —  124  z  +  223  =  0 
—  105  X  —  124  2/  +  339  z—  13  =  0 
+  354  X  +  223y—    13  z  +  569  =  f/ 

256     +  146  — 105  +  354  +    51.3 

146     +  346  — 124  +  223  —   29.0      o;  =  —  1.47 

+    83  —   60  +  202  +  354 

— 105    — 124  +  339  —    13  +  376.3 

—  60  +43  —145 
+  354     +  223  —    13  +  569 

+  202    —  145     +  490 

+  263    —   64     +21     +    31.3 

—  64     +296     +132     +    21         ?/-— 0.199 

+    16    —  ■  5  52.3 

+    21     +  132     +    79 


5+2 


+  280 

+  137 

+  137 

+ 

77 

+ 

67 

=  —  0.489 


+    10 

Die  Koeffizienten  bilden  in  diesem  Falle  ein  sogenanntes  symmetri- 
sches System,  d.  h.  ein  solches,  das  bei  der  Vertauschung  von  Reihen  und 
Kolonnen  ungeändert  bleibt.  Man  sieht  sogleich,  daß  auch  die  abgeleiteten 
Koeffizienten 

t/o  Co  '0 

^^3'    ^^3'    ^3' 

0^       c^      l^ 
ebenso  wie 

^'3"     ^3" 

■        ^  ^  <^3 

symmetrische  Systeme  bilden  müssen.    Denn  es  ist  z.  B.  b^'  =  ^3 b^, 


i 
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c-a'  =  <^2  — ^  Cj.     Da  b^  =  c.^.,  «3  =  fi.  b^  =  a^.  so  muß  b^'  =  f.,'  werden. 

Man  kann  daher,  um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  die  zweimal  vor- 
kommenden  Koeffizienten  nur  einmal  schreiben 

bo'     €2      lo 

w 


und  ebenso 


1   • 
Anstatt  mit  den  Reihen  kann  man  auch  mit  den  Kolonnen  operieren. 

Man  führt  zuerst  statt  x  die  neue  Veränderliche  x'  =  x  -\ — -7/  ein.      Da- 

«1' 
durch  verändert  sich  die  zweite  Kolonne  und  man   erhält: 

«1  3;'  +  rj  2  +  /j  =  0 

«2  x'  +  b./  y  +  fg  s  +  /a  =  0 
«3  x'  +  b^'  y  -\-c^z-^  1^  =  0 
«4  x'  +  64'  y  +  c^z-\-  1^  =  U. 

Für  x'  führt  man  dann    die  neue  Veränderliche  x"  =  x'  -\ z  und 

öl 

k 

endlich   x'"  =  x"  -\ ein.     Dann  ergeben  sich  die  Gleichungen 

öl 

öl  x'"  =  0 

«2  a;'"  +  b.2'  y  -r  Ci  z  +  /a'  =  0 
Ö3  x'"  -\-  bs  y  +  ^3'  -2  +  k'  =  ^* 

«4  X'"  +  /;4'  ?/  -|-  Tj'  G  +  /4'  =   f-'. 

Da  «1  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird,  so  ist  infolge  der 
ersten  Gleichung  x'"  =  0  und  die  übrigen  enthalten  dann  nur  die  beiden 
Veränderlichen  y  und  z,  mit  denen  man  gerade  so  verfährt,  wie  oben  für 
den  Fall  zweier  Veränderlicher  auseinandergesetzt  wurde.  Die  Rech- 
nung mit  den  Kolonnen  führt  also  durchaus  auf  dieselben  Koeffizienten 
wie  die  Rechnung  mit  den  Reihen,  und  es  zeigt  sich  auch  im  Falle  mehrerer 
Veränderlichen,  daB  der  Wert  von  U  derselbe  sein  muß,  wenn  man  die 
Kolonnen   und    Reihen   vertauschend  schreibt: 

öj  »•  +  «2  y  +  ö.T  2  +  Ö4  =  0 
biX  ^b^y  +  b3Z-{-bi  =  0 
Cj  a:  -f  Ca  2/  +  Cg  2  4-  C4  =  0 
/,  X  +  Z2  y  -f  ^3  z  +  ^4  =  U, 
obschon   die  Werte  x,  ?/,  z   im   allgemeinen  nicht  dieselben  sein  würden. 
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Bei  der  Rechnung  mit  den  Kolonnen  ergeben  sich  die  Unbekannten  aus 
den  Relationen 

bi  c,  L 

X'"  =X  +  —  Z/  +  —  2  +  —  =0 


'1  ^1 


w 


h" 

Bei  beiden  Verfahren,  mit  den  Reihen  und  mit  den  Kolonnen,  kann 
man  wieder,  wie  oben  für  den  Fall  zweier  Veränderlichen  auseinander- 
gesetzt ist,  eine  Kontrollrechnung  durchführen,  indem  man  die  Summen 
der  Glieder  der  Reihen  oder  der  Kolonnen  bildet  und  mit  diesen  die  analogen 
Rechnungen  durchführt.  Aus  s^  5,  s^  s^  entstehen  dann  die  Größen  S2  s^'  s^', 

«2 

wo    82=82 — — 5i    etc.,    wenn    mit    den   Reihen    gerechnet    wird  und 

&i 
82=82 5i   etc.,    wenn   mit    den   Kolonnen    gerechnet    wird.      Aus 

^2'  ^3'  ^4'  entstehen  in  analoger  Weise  Sg"  54"  und  aus  diesen  muß  sich 
der  Wert  von  U  ergeben.  Weicht  er  von  dem  aus  den  Koeffizienten  un- 
mittelbar gefundenen  Werte  mehr  ab,  als  der  Unsicherheit  der  Rechnung 
zugeschrieben  werden  kann,  so  deutet  das  auf  einen  Fehler  in  der  Rechnung. 
Die  Reihe  oder  die  Kolonne,  in  welcher  der  Fehler  begangen  ist,  findet 
man,  indem  man  zurückgeht  und  probiert,  wo  zum  erstenmal  die  Summe 
der  Glieder  nicht  mit  dem  betreffenden  8  übereinstimmt. 
Z.  B. 


a 

h 

c 

/ 

s 

+  256 

+  146 

—  105 

+  354 

+  651 

+  146 

+  346 

—  124 

+  223 

+  591 

+  83 

—  60 

+  202 

+  371 

— 105 

—  124 

+  339 

—  13 

+  97 

—  60 

+  43 

—  145 

—  267 

+  354 

+  223 

—  13 

+  569  +  1133 

+  202 

—  145 

+  490 

+  901 

+  263 

—  64 

+  21 

+  220 

—  64 

+  296 

+  132 

+  364 

+  16 

—  5 

—  53 

+  21 

+  132 

+  79 

+  232 

—  5 

+   2 

+  18 

+  312 

+  137 

+  417 

+  137 

+  77 
+  60 

+  214 
+  184 

+    17     +30 
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Die  Abweichung  zwischen  17  und  30  weist  auf  einen  Fehler.  Die 
Prüfung  zeigt,  daß  in  der  Reihe  +  312  +  137  +  418  das  letzte  Glied 
nicht  gleich  der  Summe  der  ersten  ist.  In  dieser  Reihe  steckt  also  ein 
Fehler.  Bei  den  beiden  Reihen  +  263  —  64  +  21  +  220  und  —  64  +  296 
+  132  +  364,  aus  denen  jene  Reihe  berechnet  ist,  ist  dagegen  das  letzte 
Glied  gleich  der  Summe  der  ersten  Glieder.  Es  ist  daher  zu  vermuten, 
daß  der  Fehler  bei  der  Berechnung  jener  Reihe  begangen  ist.  In  der  Tat 
zeigt  sich,  daß  das  Glied  +  312  falsch  ist  und  280  heißen  müßte.  Mit  280 
stimmt  dann  die  Probe: 

+  280     +  137     +  417 

+  137     +77     +214 

+    67     +  204 


10  10 


§  4.    Anwendungen  linearer  Gleichungen. 

Die  Auflösung  linearer  Gleichungen  spielt  eine  Rolle  bei  der  Aus- 
gleichung von  Beobachtungen  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
Es  sei  eine  Größe  z.  B.  2/ eine  lineare  Funktion  von  i',  deren  Werte  y^  y-z"  '  Vn 
für  eine  Reihe  von  Werten  x^x^,-  •  •  x^  beobachtet  worden  sind.  Wenn 
die  Beobachtungen  absolut  genau  wären,  so  müßte  es  zwei  W^erte  u  und  v 
geben,    derart,    daß  u  -\-  v  x-i^  —  ?/i  =  0,  ii  -\-  v  x^  —  2/2  =  0,..,,    w  +  vxn 

—  ?/«  =  0  wäre,  und  zwei  dieser  Beobachtungen  würden  genügen,  um  die 
W^erte  von  u  und  v  zu  bestimmen.  Statt  dessen  sind  nun  aber  die  Be- 
obachtungen mit  Fehlern  behaftet,  so  daß  u  -\-  v  x-^  —  i/i  =  «"n  u  -\-  v  x^ 

—  ^2  =  ^2  •  •  •  •  i*  +  ^  ^rt  —  yn  ="  £n  ist.  Die  Größen  £i  £2  •  •  •  e«  können 
die  Fehler  der  Beobachtungen  genannt  werden,  da  sie  die  Beträge  darstellen, 
die  zu  2/i  2/2  ■  *  ■  yn  hinzugefügt  werden  müßten,  um  die  wahren  Werte  zu 
erhalten.  Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nimmt  man  nun  für 
II  und  i>  diejenigen  Werte  als  die  plausibelsten  an,  für  welche  die  Summe 
der  Fehler-Quadrate  f/  =  e^  +  e^  +  •  •  •  +  ef»  möglichst  klein  wird.  Die 
Werte  von  u  und  c,  die  dieser  Bedingung  genügen,  sind  die  Lösungen 
zweier  linearen  Gleichungen.  Denkt  man  sich  nämlich  an  Stelle  von  u  und  v 
die  Werte  11  -\-  h  und  i>  -\-  k  eingesetzt,  so  wird  Sr  übergehen  in  fir  +  Ä 
+  k  av,  e^  wird  daher  übergehen  in  (f,  +  /«  +  Ä-  x^)  (f;.  +  Ä  +  k  Xr),  d.  h. 

^"  e-  +  2hsr+2k  Xr  e,  +  (Ä  +  k  av)". 

U  wird  daher  übergehen  in 

f/  +  2  /i  (Cj  +  £2  +  •  •  •  +  e«) 

-\-  2  k  (Xi  £1  +  a-'a  £2  +  •  •  •  +  J'h  £«) 

+  (Ä  +  A:  x^Y-  +  {h-{-k  x.,f  + V  (h -^  k  x,,)\ 
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Wenn  man  nun  die  Werte  von  u  und  i>  so  bestimmt,  daß 

ßi  +  £2  +  •••  +  ««  =  0 

a:i  £1  +  a-2  «2  +   •  •   •  +  •'^n  £n  =  0, 

SO  wird  der  neue  Wert  von  U  gleich 

U  +   {h  +  kx^f-\-   ■■■+   {h  +  kXr,f, 

d.  h.  es  treten  zu  U  Glieder  hinzu,  deren  Summe  nur  positiv  sein  kann, 
wenn  die  Beobachtungen  für  mehr  als  einen  Wert  von  x  gemacht  sind. 
Mit  andern  Worten,  es  kann  sich  alsdann  der  Wert  von  Ü  durch  Änderung 
von  u  und  v  nur  vergrößern  und  ist  deshalb  für  die  angenommenen  Werte 
von  u  und  c  ein  Minimum.     Die  beiden  Gleichungen 

£1  +  £2  +•■'  +  £«  =  ^ 
^1  £1  +  .-^2  £2  + \-  ^n  e«  =  0 

können   auch  so   geschrieben   werden: 

n  II  +  [a;]  p  —  [y'\  =  0 
[x'\  u-{-\xx']v  —  [xy'l  —  0. 

Dabei  bedeuten  die  eckigen  Klammern  die  Summen  der  eingeschlossenen 
Größen  für  die  Indices  1,2,...  n.  Das  Minimum  t/  =  [e  e]  kann,  da 
f r  £/•  =  fiy  K  +  a:,  e^  t"  —  Er  yr  ist,  SO  geschrieben  werden 

[e]  u  +  \x  e\v  —  \ßy'\  —  U 

und,  da  \ß\  —  0  und  \x  e]  =  0,  so  reduziert  sich  der  Wert  auf  —  [e  y] 
oder  mit  Einsetzung  der  Ausdrücke  für  e:  '     • 

—  \.y\  ii  —  \_xy^vAr  [y  y]  =  U. 

Das  Koeffizientensystem  der  linken  Seiten  der  drei  Gleichungen 
ist  also  symmetrisch 

n,  [xl     —  [y] 

[rr],        [x  x],  —  [x  y] 

—  [yl  —[xyl      [yy] 

und  es  genügt  zur  Durchführung  der  Rechnung  nur  die  Glieder  hinzu- 
schreiben: 

n    [x]    —  [y] 

[x  x]  —  [x  y] 

[yyl 

Den  Wert  von  U  auszurechnen,  hat  den  praktischen  Zweck,  daß 
man,  nachdem  it  und  p  ausgerechnet  sind,  die  Werte  von  Ej  gg  .  .  .  e„  und 
damit  [£  e]  =  [j  ausrechnen  kann.  Die  Übereinstimmung  mit  dem  zuerst 
gefundenen  Wert  von  U  kontrolliert  dann  die  ganze  Rechnung. 
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Für  die  praktische  Ausführung  einer  solchen  Rechnung  ist  die  folgende 
vorbereitende  Maßregel  von  großer  Wichtigkeit.  Man  rechnet  nicht  so- 
gleich die  Werte  von  u  und  v  aus,  sondern  bestimmt  zunächst  Näherungs- 
werte für  II  und  v  z.  B.  dadurch,  daß  man  irgend  zwei  Beobachtungen 
^J  als  richtig  ansieht.  Seien  Uq  v^  die  Näherungswerte,  so  bestimmt  man 
nunmelir  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  Verbesserungen  der 
Näherungswerte.     Setzt  man  w  =  »„  -f  a,  v  ^  Vq-\-  ß,  so  ist 

Er  =   n  +  Xr  V  ~  y,  =  a  -\-  Xr  ß  ^    ("O  +  ^r  ^0  —  Ur) 

oder,   wenn   wir   schreiben   /^  =  Uq  +  x^  v^  —  y,, 

S,  =  a^  Xr  ß  -\-lr 

und  die  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  a,  ß,  U  werden 

na^  [x]  ß+  [l]  =  0 
[x]  a+  [xx]ß+[xl]  =  0 
[/]  a  +  [xl]ß+   [l  l]  =  U. 

Die  Korrektionen  a  und  ß  werden,  wenn  die  Näherungswerte  gut 
gewählt  sind,  klein.  Es  genügt  für  die  Berechnung  von  a  und  ß  eine  geringe 
relative  Genauigkeit.  Daher  brauchen  auch  die  Koeffizienten  nur  auf 
wenige  Stellen  berechnet  zu  werden  und  die  ganze  Rechnung  kann  im 
allgemeinen  ausreichend  genau  mit  dem  Rechenschieber  durchgeführt 
werden. 

1.  Beispiel.  In  einem  Linienspektrum  seien  die  Wellenlängen  einer 
Anzahl  Linien  bekannt,  es  sollen  die  Wellenlängen  der  übrigen  Linien 
ermittelt  werden.  Es  sei  ein  solches'Stück  des  Linienspektrums  gegeben, 
innerhalb  dessen  es  als  ,, normal"  betrachtet  werden  kann,  d.  h.  daß  für  das 
ganze  Stück  die  Entfernung  irgend  zweier  Linien  der  Differenz  ihrer  Wellen- 
längen proportional  sei.  Sind  x^x^  .  ■  ■  x^  die  Abstände  der  bekannten 
Linien  von  irgendeinem  willkiü-lich  gesvählten  Punkte  und  sind  Aj  Ag  .  .  .  A„ 
die  Wellenlängen  dieser  Linien,  so  müßte  bei  absolut  richtigen  Messungen 
sein: 

u  -\-  i^  Xr  —  y.r  =  0. 

Dabei  bedeutet  u  die  Wellenlänge  einer  Linie,  die  auf  den  Nullpunkt 
der  X  fiele,  gleichgültig,  ob  eine  Linie  wirklich  da  liegt  oder  nicht,  c  be- 
deutet den  Wellenlängenunterschied,  der  der  Entfernung  1  entspricht. 
Die  Größen  u  und  i>  werden  nun  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
bestimmt  und  dann  kann  man  auch  für  jeden  andern  Abstand  x  die  zu- 
gehörige Wellenlänge  u  -\-  v  x  ausrechnen.  Praktisch  geschieht  das  nun  so, 
daß  man  gleich  bei  der  Messung  die  Abstände  x  für  die  bekannten  und 
unbekannten  Linien,  wie  sie  im  Spektrum  aufeinanderfolgen,  mißt  und 
zunächst  sämtlich  mit  genäherten  Werten  von  u  und  i>  ausrechnet.  Alsdann 
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werden  aus  den  bekannten  Linien  die  Korrektionen  a  und  ß  durch  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmt  und  damit  dann  die  Korrek- 
tionen   a  +  X  ß   der   genäherten   Wellenlängen   berechnet. 

Das  folgende  Beispiel  enthält  die  Messung  einer  photographischen 
Spektralaufnahme.  Das  Spektrum  war  durch  eine  Geißlersche  Röhre 
erzeugt,  die  ein  Gemisch  von  Argon  und  Krypton  enthielt.  Die  Messung 
geschah  mit  einem  Abbeschen  Komparator.  Die  Platte  liegt  dabei  auf 
der  einen  Seite  eines  Schlittens,  auf  dessen  anderer  Seite  ein  fein  geteilter 
Maßstab  angebracht  ist.  Der  Schlitten  läßt  sich  gegen  zwei  feste  Mikro- 
skope verschieben,  von  denen  das  eine  auf  die  Spektrallinien  eingestellt 
wird,  während  man  mit  dem  anderen  die  Verschiebung  des  Schlittens  am 
Maßstab  abliest: 


Ablesungen  am 

Maßstab  in 

Tausendsteln 

eines  Millimeters 

bekannte  Wellen- 
längen in  Zehn- 
millionsteln eines 
Millimeters 

30935.7 

4847.96 

31127.2 

31853.0 

32244.0 

33031.0 

33377.0 

4806.17 

35773.1 

4765.03 

35919.0 

37295.3 

38008.9 

4727.03 

40713.2 

43249.6 

4637.32 

43443.0 

44303.5 

44533.6 

i4873.0 


4609.7^ 


Man  berechnet  zunächst,  welche  Wellenlängendifferenz  der  Ent- 
fernung von  einem  Tausendstel  eines  Millimeters  genähert  entspricht. 
Betrachtet  man  die  erste  und  die  letzte  der  bekannten  Wellenlängen,  so 
ergibt  sich: 

Messung  Wellenlänge 


30935.7 

44873.0 

Differenz:       13937.3 


4847.96 
4609.74 
-  238.22 


Einem  Tausendstel  Millimeter  entspricht  daher  eine  Abnahme  der 
Wellenlänge  um 
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238.22 

0.0170923. 


13937.3 


Mit  dieser  Zahl  werden  nun  zunächst  die  sämtlichen  Messungen 
in  Wellenlängen  umgerechnet.  Zu  dem  Ende  läßt  man  also  der  Messung 
30935.7  die  Wellenlänge  4847.9G  entsprechen.  Die  nächste  gemessene 
Zahl  ist  um  191.5  Tausendstel  größer,  die  entsprechende  Wellenlänge 
also  um  191.5  x  0.0170923  Zehnmillionstel  Millimeter  kleiner.  Die  folgende 
gemessene  Zahl  ist  abermals  um  725.8  Tausendstel  größer  als  die  zweite, 
die  Wellenlänge  also  um  725.8  x  0.0170923  Zehnmillionstel  kleiner  als 
die  zweite.  Diese  Rechnung  ist  besonders  bequem  mit  der  Rechenmaschine 
auszuführen.  Man  stellt  zu  dem  Ende  0.0170923  als  Faktor  unten  ein  und 
auf  dem  beweglichen  Lineal  die  W'ellenlänge  4847.96  und  zieht  nun  zuerst 
das  191.5  fache  ab,  dann  von  dem  Resultat  das  725.8  fache  usw.  durch 
Umdrehen  der  Kurbel  und  durch  Verschieben  des  Lineals  ab.  Dabei 
genügt  es  in  diesem  Falle  entsprechend  der  Genauigkeit  der  Messung,  die 
Wellenlängen  auf  nicht  mehr  als  zwei  Dezimalen  hinzuschreiben.  Die 
letzte  Messung  44873.0  muß  dann  wieder  die  Wellenlänge  4609.74  er- 
geben. Kommt  diese  Zahl  richtig  heraus,  so  ist  damit  die  ganze  Rechnung 
kontrolliert;  denn  ein  Fehler  bei  einer  Zahl  bleibt  ja  bei  dieser  Anordnung 
auch  in  den  folgenden  Zahlen  stecken,  es  sei  denn,  daß  er  sich  mit  einem 
neuen  Fehler  gerade  kompensierte.  Stimmt  die  letzte  Zahl  nicht,  so  sucht 
man  den  Fehler  in  der  Weise,  daß  man  eine  Zahl  in  der  Mitte  der  Kolonne 
noch  mal  direkt  aus  der  ersten  Zahl  berechnet.  Stimmt  sie  überoin,  so 
liegt  der  Fehler  in  der  zweiten  Hälfte,  im  andern  Falle  in  der  ersten.  Jetzt 
kontrolliert  man  wieder  eine  Zahl  in  der  Mitte  der  Hälfte,  in  der  der  Fehler 
steckt  u.  s.  f.  So  findet  man  alsbald  die  Zahl,  bei  der  der  Fehler  begangen 
ist  und  rechnet  von  da  an  die  Kolonne  noch  einmal  oder  man  fügt  zu  allen 
Zahlen  die  Abweichung  von  den  richtigen  Werten  hinzu,  die  ja  für  alle 
dieselbe  sein  muß,  wenn  nur  ein  Fehler  begangen  ist.  Steht  eine  Rechen- 
maschine nicht  zur  Verfügung,  so  würde  dieselbe  Anordnung  der  Rech- 
nung immer  noch  ihre  Vorzüge  haben.  Man  müßte  dann  die  Differenzen 
der  aufeinanderfolgenden  Messungen  hinschreiben,  ihre  Logarithmen 
bilden,  den  Logarithmus  von  0.0170923  zu  allen  hinzufügen,  die  Numeri 
aufschlagen,  und  diese  dann  sukzessive  von  4847.96  abziehen.  Die  Wellen- 
längen müßten  dann  aber  mindestens  auf  3  Dezimalen  hingeschrieben 
werden,  wenn  man  die  Rechnung  auf  2  Dezimalen  richtig  haben  wollte. 

Der  Zeitgewinn  bei  Anwendung  einer  Rechenmaschine  ist  indessen 
so  groß,  daß  bei  einem  gewerbsmäßigen  Betriebe  Zinsen  und  Amortisation 
der  Maschine  gegen  den  ersparten  Arbeitslohn  gar  keine  Rolle  spielen 
würden.  Auch  ist  die  geistige  Anstrengung  bei  der  Anwendung  der  Rechen- 
maschine erheblich  geringer. 
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Xf  —  Xr—1 

[og(Xr  —  Xr  —  l) 

log  {Xr  —  Xr  —  l) 

+  log  (0.0170923) 

Numerus 

Wellenlänge 

191.5 

2.28217 

0.51497 

3.273 

4847.96 

725.8 

2.86082 

1.09362 

12.406 

4844.687 

391.0 

2.59218 

0.82498 

6.683 

4832.281 

787.0 

2.89597 

1.12877 

13.452 

4825.598 

346.0 

2.53908 

0.77188 

5.914 

4812.146 

2396.1 

3.37951 

1.61231 

40.956 

4806.232 

145.9 

2.16406 

0.39686 

2.494 

4765.276 

1376.3 

3.13871 

1.37151 

23.524 

4762.782 

713.6 

2.85345 

1.08625 

12.197 

4739.258 

2704.3 

3.43206 

1.66486 

46.223 

4727.061 

2536.4 

3.40422 

1.63702 

43.352 

4680.838 

193.4 

2.28646 

0.51926 

3.306 

4637.486 

860.5 

2.93475 

1.16755 

14.708 

4634.180 

230.1 

2.36192 

0.59472 

3.933 

4619.472 

339.4 

2.53071 

0.76351 

5.801 

4615.539 
4609.738 

Summa 

log  {x„  —  a;i) 

=  13937.3 

=  4.14418 

2.37698 

238.22 

=  Xn  —  .Ti 

Es  sei  die  Rechnung  ausgeführt,  so  bleibt  nunmehr  die  Korrektion 
dieser  Näherungswerte  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  machen. 
Wir  bilden  dazu  die  Differenzen  der  bekannten  Wellenlängen  gegen  die 
genähert  berechneten.  Die  genähert  berechneten  wurden  oben  mit 
Uq  -{-  Cq  x^  bezeichnet,  die  Differenzen  sind  also  die  oben  mit  l^  bezeichneten 
Größen  Uq  -\-  v^Xj.  —  y^.  Da  die  zu  berechnenden  Verbesserungen  klein 
sind,  so  genügt  es,  die  Werte  x^  auf  volle  Millimeter  abzurunden,  und  um 
noch  kleinere  Zahlen  zu  haben,  denken  wir  uns  den  Nullpunkt  der  Abszissen 
um  40  mm  verschoben,   so  daß  Xr  —  40000  an  Stelle  von  x,.  tritt. 

Die  Fehlergleichungen  hat  man  nicht  nötig,  noch  einmal  hinzuschrei- 
ben. Es  geschieht  hier  nur,  um  die  Darstellung  verständlicher  zu  machen: 

a  — 9/5  =£1 

a  —  7  /3  +  0.06  =  £2 
a  —  4  /3  +  0.25  =  £3 
a  —  2  /5  +  0.03  =  £4 
a  +  3  j5  +  0.17  =  £5 
a  +  5  /5  =  fiß. 

a  und  ß  sind  nicht  unmittelbar  gleich  den  Änderungen  von  Uq  und  Vq-, 
sondern  es  ist  wegen  der  Abrundung  der  x,.  auf  volle  Millimeter  und  wegen 
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>rr— 40000in  vollen 

genäherte 

bekannte 

T\'£f „ 

Millimetem 

Wellenlänge 

Wellenlänge 

Differenz 

—  9 

4847.96 

4847.96 

0.00 

—  9 

4844.69 

—  8 

4832.28 

—  8 

4825.60 

—  7 

4812.15 

—  7 

4806.23 

4806.17 

+  0.06 

—  4 

4765.28 

4765.03 

+  0.25 

—  4 

4762.78 

—  3 

4739.26 

2 

4727.06 

4727.03 

-f  0.03 

+  1 

4680.84 

+  3 

4637.49 

4637.32 

+  0.17 

+  3 

4634.18 

+  4 

4619.47 

+  5 

4615.54 

-r5 

4609.74 

•          4609.74 

0.00 

der  Verschiebung  des  Nullpunktes  die  Größe  a  +  40000 
ß 


gleich  der 


Änderung  von  Mq  und 


1000 


gleich  der  Änderung  von  i'q.     Da  es  indessen 


schließlich  nicht  auf  die  Werte  von  u  und  v  ankommt,  sondern  auf  die 
Korrektionen,  die  wir  an  den  genäherten  Wellenlängen  anzubringen  haben, 
so  hat  man  nicht  nötig,  auf  den  Zurammenhang  von  a  und  ß  mit  den 
ersten  Näherungen  Uq  und  Vq  zurückzukommen.  Die  chei  Gleichungen 
[e]  =  0,  [{x  —  40)  e]  =  0,  [e  e]  =  U  ergeben  das  sjonmetrische  Koeffi- 
zientensystem : 

6,     —    14,.    +  0.51 
+  184,     —  0.97 

+  0.0959. 
Mit  dem   Rechenschieber  finden  wir  nun  die  Reduktionen 


6—14 

+  184 
+    33 

+  0.51     ; 

—  0.97       ' 

—  1.19 
+  0.0959 
+  0.0434  i 

+  151 

+  0.22       1 

+  0.0525 
+  0.0003 

0.0522  : 

—  0.02 

—  0.51 

—  0.53 


a  =  —  0.088 


^  =  —0.00146 
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Mit  diesen  Werten  von  a  und  ß  berechnet  man  die  Korrektionen 
a  —  9  ß,  a — 8^  etc.,  die  an  den  genäherten  Wellenlängen  anzubringen 
sind : 


genäherte 
Wellenlänge 

Korrektion 

verbesserte 
Wellenlänge 

bekannte 
Wellenlänge 

Differenz  =  f 

4847.96 

—  0.07 

4847.89 

4847.96 

—  0.07 

4844.69 

—  0.07 

4844.62 

4832.28 

—  0.08 

4832.20 

4825.60 

—  0.08 

4825.52 

4812.15 

—  0.08 

4812.07 

4806.23 

—  0.08 

4806.15 

4806.17 

—  0.02 

4765.28 

—  0.08 

4765.20 

4765.03 

+  0.17 

4762.78 

—  0.08 

4762.70 

4739.26 

—  0.08 

4739.18 

4727.06 

—  0.08 

4726.98 

4727.03 

—  0.05 

4608.84 

—  0.09 

4608.75 

4637.49 

—  0.09 

4637.40 

4637.32 

+  0.08 

4634.18 

—  0.09 

4634.09 

4619.47 

—  0.09 

4619.38 

4615.54 

—  0.10 

4615.44 

4609.74 

—  0.10 

4609.64 

4609.74 

—  0.10 

Zur  Kontrolle  bildet  man  nun  [e  e]  =  0.0531.  Dies  stimmt  genügend 
mit  dem  oben  berechneten  Werte  von  U  =  0.0522.  Die  Abweichung  ist 
durch  die  Vernachlässigung  der  dritten  Dezimale  bei  der  Berechnung  des  e 
genügend  erklärt.  Wollte  man  bei  der  Berechnung  von  a  und  ß  die  oben 
erwähnte  Kontrolle  durch  die  Summen  der  Reihen  anwenden,  so  würde 
es  hier  zweckmäßig  sein,  die  Fehlergleichungen  mit  100  zu  multiplizieren 
und  100  a,  100  ß  als  die  Unbekannten  einzuführen.  Dann  erhielte  man  das 
Koeffizientensystem 

6—14     +51 

+  184     —   97 

+  959 

und  die   Summen  der   Reihen  könnten  mit  Sveniger  Ziffern  geschrieben' 
und  ihre  Reduktionen   mit   dem  Rechenschieber   berechnet  werden. 

Der  Wert  von  t/  =  [e  e]  dient  dazu,  um  ein  Urteil  über  die  Ge- 
nauigkeit der  Messung  zu  bilden.  Handelt  es  sich  um  die  Bestimmung 
von  r  Unbekannten  und  ist  n  die  Anzahl  der  Fehlergleichungen,  so  nennt 
man  nach  Gauß 
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den  mittleren  Fehler.  Hier  ist  z.B.  )i  =  6,  r  =  2  und  der  mittlere  Fehler 
demnach  gleich  0.11.  Auf  welche  Weise  dann  ferner  der  mittlere  Fehler 
einer  jeden  der  berechneten  Wellenlängen  gefunden  wird,  möge  in  den 
Spezialwerken  über  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nachgesehen  werden*). 
2.  Beispiel.  Die  Angaben  eines  Chronometers  seien  zu  gegebenen 
Zeiten  mit  der  mittleren  Greenwicher  Zeit  verglichen  worden.  Die  Differenz- 
Angabe  des  Chronometers  minus  Greenwicher  Zeit  wird  „der  Stand"  des 
Chronometers  genannt.  Wenn  das  Chronometer  vollkommen  reguliert 
wäre,  so  würde  der  Stand  immer  derselbe  bleiben.  Das  ist  aber  im  all- 
gemeinen nicht  der  Fall ;  sondern  der  Stand  ändert  sich  mit  der  Zeit.  Nimmt 
man  an,  daß  sich  der  Stand  in  gleichen  Zeiten  um  den  gleichen  Betrag 
ändert,  so  ist  das  nichts  anderes  als  die  Annahme,  der  Stand  sei  eine  lineare 
Funktion  der  Zeit. 

s  =  So  +  g-t. 

Dabei  bedeutet  s  den  Stand  zur  Zeit  t,  Sq  den  Stand  zur  Zeit  t  —  0, 
g  die  Änderung  des  Standes  in  der  Zeiteinheit.  Als  Zeiteinheit  pflegt  man 
hier  24  Stunden  zu  nehmen  und  man  nennt  dann  g  den  ,,Gang"  des  Chrono- 
meters. Aus  zwei  Beobachtungen  des  Standes  s^,  Sg  zu  zwei  gegebenen 
Zeiten  i^,  /g  lassen  sich  Sq  und  g  und  damit  der  Stand  zu  jeder  andern  Zeit 
berechnen,  immer  vorausgesetzt,  daß  in  dem  betrachteten  Zeiträume 
der  Gang  unverändert  bleibt.  Hat  man  melu-  als  zwei  Beobachtungen 
gemacht,  so  tut  man  gut,  sie  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auszugleichen: 

Beispiel : 


'   beobachteter  Stand 

11.  Mai 

Mittags 

+  i^  18'"   19.82* 

15.     „ 

1' 

+  1'*  17"»  58.20* 

18.     „ 

11 

4-  l'^  IT*»  41.81 

19.     „ 

11 

-  +  l'^  17'»  35.93 

23.     „ 

11 

+  1"  17'"   13.74 

Berücksichtigte  man  nur  den  ersten  und  letzten  Stand,  so  würde 
man  in  12  Tagen  eine  Abnahme  von  66.08*,  also  einen  Gang  g^  =  — 5.51, 
und  wenn  man  die  Zeit  t  in  Tagen  von  der  ersten  Beobachtung  an  rechnet, 
80  hätte  man  in  Sekunden: 

s  =  (!''  18"*  19.82*'"')  —  5.51  t. 

Dabei  wären  aber  die  zwischenliegenden  Beobachtungen  ganz  un- 


*)  C.  F.  Gauß.  Theoria  Comljinatioiiis  Oljservationiiiii  Erroribus  Minimis 
obnoxiae.  Pars  piior.  Art.  18,  IV.  —  W.  Jordan,  Handbiicli  der  Vennessungskuiule. 
Bd.  1.  Kap.  1,  §  24.  —  Kayser  und  Kutiire.  Über  die  Spektren  der  Elemente,  Ab- 
handl.  der  Merbncr  Akad.  1888.  Note  II. 
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genutzt,  während  man  sich  ihrer  doch  bedienen  kann,  um  sich  von  den 
Beobachtungsfehlern  etwas  mehr  zu  befreien  und  zugleich  um  eine  Vor- 
stellung zu  gewinnen,  ob  sich  der  Gang  des  Chronometers  in  der  Zeit  der 
Beobachtungen  merklich   geändert   hat   oder   nicht. 

Um  dies  zu  tun,  betrachte  man  die  aus  der  ersten  und  letzten  Be- 
obachtung gefundene  Formel  als  erste  Näherung  und  berechne  aus  ihr  die 
Werte  von  s  [ür  t  =  0,  4,  7,  8,  12. 

Differenz 
ber.  —  beob. 


t 

Stand  berechnet 
1.  Näherung 

Stand  beobachtet 

0 
4 

7 

8 

12 

+  l''  18"*  19.82 
17™  57.78 
17"»  41.25 
17'"  35.74 
17*"  13.70 

+  1^  18"'  19.82"''^ 
17'"  58.20^''= 
17'"  41.81*^" 
17'"  35.93*^<= 
17     13.74*«'= 

0.00 

—  0.42 

—  0.56 

—  0.19 

—  0.04 

Nun  berechne  man  die  Korrektionen  a  und  ß  von  s^  und  g^  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Die  Fehlergleichungen,  die  man  nicht  hinzuschreiben  braucht,  die 
hier  nur  des  besseren  Verständnisses  wegen  hingesetzt  werden  mögen,  sind: 

a  +    0  i3  =  £i 

a  +  4  /i  —  0.42  =  £2 
a+  7/3—0.56  =  £3 
a+  8 /S  — 0.19  =  64 
a  +  12/5  —  0.04  =  £5. 

Die    Reduktion    des   symmetrischen    Koeffizienten-Systems   ergibt: 


+  5 


+    31 

—  1.21 

—  7.60 

—  7.50 
0.5277 

+  0.2925 

+  0.03 
—  1.21 

+  273 
+  192 

—  1.18 

81 

—  0.10 
+  0.2352 
1 

a  =  +  0.2^ 


0.0012 


0.2351  =  U. 
Die  neue  Formel  ist  demnach: 

s  =  l'^    i&"    20.06*    —  5.509 1. 
Es  ist  bei  dem  Genauigkeitsgrade  der  Beobachtungen  unnötig,  die 


vierte   Dezimale  in  g  noch  zu   berücksichtigen. 
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Nun  wiederhole  man  die  Rechnung  mit  der  neuen  Formel. 

t 

Stand  berechnet.                   .,,      ,  .      ,      ,  ^  ^ 
Verbesserte  Formel                 ^^^"«^  beobachtet 

Differenz  =  « 

0 

l'^     18"'     20.06 

1*     18     19.82 

+  0.24 

4 

17'"     58.02 

17     58.20 

—  0.18 

7 

41.50 

17     41.81 

—  0.31 

8 

35.99 

17     35.93 

+  0.06 

12 

13.95 

17     13.74 

+  0.21 

Die  Summe  [e  e]  findet  sich  gleich  0.2338  und  mithin  in  hinreichender 
Übereinstimmung  mit  dem  oben  berechneten  Worte  U  =  0.2351.  Die 
Abweichung  ist  durch  die  Abkürzung  auf  2  Dezimalen  erklärt. 

Wenn   man   sich  in   den   Fehlergleichungen 

U  -{-  V  CCf  y^  =  Er 

den  Nullpunkt  der  x  so  angenommen  denkt,  daß  [x]  =  0  ist,  so  nehmen 
die  beiden  Gleichungen   [e]  =  0  und  [x  e]  =  0  die  Form  an 

nu  —  [y]  =0 

[x  x]  i>  —  [x  y]  =  0 

und  man  erhält  die  Werte  von  u  und  i>  unmittelbar,  ohne  daß  eine  Eli- 
mination nötig  wäre,   u  wird  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  y  und  i> 

[xy] 


ist  gleich 


[x  x] 


.    Nimmt  man  insbesondre  an,  es  seien  je  zwei  Werte  von 


X   einander   entgegengesetzt,    so   kaj'n   man,    wenn    x^,  x^  •  •  •  .  x. 
ihrer  Größe  geordnet  sind,  — 


nach 
-  =  Xn  =  — Xi  setzen.     Daher  ist 


und 


und  mithin 


^1 2/1  "T  ^n  ?/«  —    ^ 


•^1  *^l  +  "^n  Xti 


2 


{yn 


-  i^n 


yx) 
^1) 


2  [x  y]  =  Summe  {x»  —  x^)  (//„  —y-i) 
2\x  x\  =  Summe  [Xn  —  x^)  (:r„  —  x^), 

wo  die  Summen  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  über  alle  diese 
Paare  von  Wertsystemen  zu  erstrecken  sind.  Diese  Form  hat  nun  den 
Vorteil,  daß  der  Nullpunkt  der  x  beliebig  sein  kann;  denn  die  Differenzen 
Xn  —  Xi  u.  s.  f.  sind  vom  Nullpunkt  unabhängig.  Ferner  ist  die  Anzahl  der 
Glieder  nur  halb  so  groß  wie  die  der  Summe  [x  x]  oder  \x  y\  Besonders 
wenn  es,  wie  bei  der  Bestimmung  des  Chronometerganges,  hauptsächlich 
auf  den  Wert  von  v  ankommt,  ist  diese  Form  bequem. 

Runge,  Praxis  der  Gleichungen.  3 
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Beispiel :  Beobachteter 

Chr  ononi  eterstand 

18.  Sept.  Mittags  —  l'^   T'    35.05* 

20.      „  „         —  l'^   2"*     26.06* 

23.      „         „         —  l'^   2'"    11.89 

25.      „         „         —1^   T      2.69 

(/4  —  t^)  (S4  —  ^i)  =  7  X  32.36  =  226.52 

(/g  —t^)  (53—51)  =  3  X  14.17  =    42.51 


269.03 
{^4  —  hf  +  ('3  —  '2)'  =  49  +  9  =  58 

269.03 
Gang  =  +  -^g—  =  +  4.638*. 

Auch  wenn  die  Werte  x  nicht  die  Bedingung  erfüllen,  daß  nach 
Verschiebung  des  Nullpunktes  in  ihren  Schwerpunkt  je  zwei  einander 
entgegengesetzt  liegen,  so  wird  man  dennoch  mit  dieser  Ai't  der  Rechnung 
im  allgemeinen  nahezu  den  richtigen  Wert  von  v  finden.     Es  ist  nämlich 

2  (a;i  yi  +  Xnyn)=   (^«  —  Xy)  {yn  —  ?/i)  +   {Xn  +  X^^)  (^,<  +  2/l) 
Z  [Xi  Xi  -\-  X/i  Xfi  )  =^   {X,i         Xi )"  -|-   [Xfi  -\-  Xi)  . 

Daher 

2[xy~\  =  Summe  {Xn—x^)  (?/„  —  2/1)  +  Summe  (Xn  +  x-^)  (?/„  +  y^) 
2  [x  x]  =^  Summe  {x^  —  x^f  +  Summe  (a:„  +  x^)'^ 

und  mithin 

_  [x  y]       Summe  {x,^  —  x-^)  {y^  —  ^/i)  +  Summe  {x^  +  .^i)  {yn  +  ^i) 
[x  x]  Summe  {x^  — x^f  +  Summe  {x,^  +  x^f 

Die  Summen  rechts  beziehen  sich  auf  die  Paare  von  Wertsystemen 
mit   den   Indizes  n,  1;   n  — 1,2;   n  —  2,3   u.  s.  f. 
Nun  werde  mit  i>'  der  Wert 

Summe  {Xn  —  x^)  {y^  —  y^) 

V    = 


Summe  (a;„  —  x-^)^ 
bezeichnet.     Dann  hat  man  zwischen  v  und  v'  die  Beziehung: 

V  Summe  {Xn  — x-^f  +  v  Summe  (%  +  ^if 

=  v'  Summe  (x„  —x-^f  +  Summe  (a-,,  +  x-^)  {y,,  +  y^) 
oder 

Summe  {x^  +  x-^)  [v  x,,  —  yn  +  <^'  ^i  —  yx)  _  ,,  _  , 
Summe  [Xn  —  x{f 
Nun  ist  V  Xn  —  yn  =  e«  —  »,  v  x^  —  ?/i  =  £\  —  u,  daher 
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Summe  {Zn  +  ^1)  (£»  +  £1)  — 2w  Summe  {x^  +  x^) 


=  i> 


Summe  [Xn  —  x-^)^ 

oder,  da  Summe  (^„  -\-  x^)  =  0  ist, 

Summe  {Xn  +  x^)  (£„  +  eO 

=  i>  —  c'. 

Summe  {Xn  —  x^f 

Sobald  der  Zähler  klein  ist  gegen  den  Nenner,  wird  v'  —  v  klein  sein. 
Im  allgemeinen  wird  das  der  Fall  sein,  weil  nicht  nur  die  e  kleine  Größen 
sind,  sondern  auch  von  den  Größen  Xn  +  x^,  a;„_i  +  ^2  ^^^-  ^^^  meisten 
in  der  Regel  klein  gegen  x^ — x-^^,  x^—i — x^  etc.  sein  werden. 

Das  oben  behandelte  Beispiel  der  Berechnung  des  Chronometer- 
ganges  aus  fünf  Beobachtungen  ergibt  nach  dieser  Methode 

ih  —  ^1)  (55  —  Si)  =—  12  X  66.08  =  —  792.96 
(^4  —  k)  (Si  —  ^2)  =  —   ^  X  22.27  =  —   89.08 

—  882.04 
('5  —  hf  +  (/4  —  hf  =  144  +  16  =  160 
882.04 

während  für  i>  der  Wert  —  5.509  gefunden  war.  Bei  einer  ungeraden  An- 
zahl von  Beobachtungen  fällt  für  die  Bestimmung  von  p'  die  mittelste 
Beobachtung  fort. 

Wenn  die  Fehlergleichungen  die  allgemeinere  Form  haben: 

ürX  +  b.y  ^  CrZ  -\-  lr  =  Er 

so  müssen,  damit  die  Summe  der  Fehlerquadrate  [e  e]  möglichst  klein 
werde,   die   Gleichungen   erfüllt   sein: 

[a  e]  =  0,   [b  e]  =  0,  [c  e]  =  0. 

Denn  wenn  x  -{-  a,  y  +  ß-,  z  -\-y  an  Stelle  von  rr,  ?/,  z  eingesetzt 
werden,   so  geht  e^  •  e^  in 

Er  Er  +  2  ür  Sr  ■  a  +  2  b,  Sr  ß  +  2  C^  Er  y  +   {a^  U  +  br  ß  -h  Cr  yf 

Über  und   [e  e]  geht  über  in 

[e  e]  +  2  [a  e]  a  +  2  [6  e]  /)'  +  2  [c  e]  y  +  [(«  a  +  6  ^  +  c  yf]. 

Wäre  eine  der  Größen  {a  e],  \b  e],  [c  g],  z.  B.  \b  e]  von  Null  ver- 
schieden, so  kann  man  a  =  y  =  0  setzen.  Die  Änderung  von  [e  e]  besteht 
dann   aus  den  beiden   Gliedern 

2  {b  e]  ß  +  [b  6]  /5- 
oder 

ß  (2  [b  e]  +  [b  b]  ß). 
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Für  hinreichend  kleine  Werte  von  ß  wird  [b  b]  ß  sehr  klein  gegen 
2  [b  e]  und  daher  kann  2  [b  e] -{-  [b  b]  ß  sein  Zeichen  nicht  ändern,  wenn  ß 
ins  entgegengesetzte  verwandelt  wird.  Folglich  müßte  das  Vorzeichen  der 
Änderung  von  [e  e]  für  hinreichend  kleine  Werte  von  ß  ins  entgegen- 
gesetzte übergehen,  wenn  ß  ins  entgegengesetzte  verwandelt  v/ird,  d.  h. 
es  würde  bei  passender  Annahme  von  ß  der  Wert  von  [e  e]  sowohl  ver- 
größert wie  verkleinert  werden  können.  Sind  dagegen  die  drei  Größen 
[a  £],  [b  e],  [c  £]  gleich  Null,  so  ist  der  geänderte  Wert  von  [e  e]  gleich 

[££]+  [{aa  +  bß  +  cyn 

d.  h.  er  kann  durch  Änderung  von  x,  y,  z  nur  zunehmen*).    Die  Summe 
[e  e]  =  £/  läßt  sich  auf  die   Form  bringen: 

[(a  a;  +  6  ?/  +  c  --  +  0  £]  =  [«  e]  ■»  +  [b  e]  tj  +  [c  e]  z -\-  [l  e]  =  U 

und  daher  erhalten  wir  die  Gleichungen 

[a  £]  =  0 
[b£]  =  0 
[c  £]  =  0 
[/  £]  =  f/. 

Das  Koeffizientensystem  dieser  Gleichungen  ist  symmetrisch: 

[a  a],  [a  b],  [a  c],  [a  l] 

[bal  [bbl  [bc],   [bl] 

[cal  [c  hl  [ccl  [c  l] 

[l  a],  [l  hl  [l  cl   [l  /]. 

Die  analoge  Form  erhält  man  für  den  Fall  beliebig  vieler  Veränder- 
lichen.  Wenn  man  nun  bei  der  Reduktion  dieser  Gleichung  zuerst  mit  den 

^  [b  a]    [c  a] 

Horizontalreihen  operiert  und  die  erste  Reihe  nacheinander  mit , 

^  '  [aa]'  [aa], 

[la] 

multipliziert  von  der  zweiten,  dritten,   vierten  Gleichung   abzieht, 

[aa] 

so  möge  das  reduzierte  Koeffizientensystem  so  bezeichnet  werden: 

[a  a]        [a  b]  [a  c]  [a  l] 

[bb,i]  [bc,l]  [blA] 

[cb,i]  [cc,  1]  [c/,  1] 

[Ib,  1]  [lc,l]  [II,  1], 


*)  Es  sei  denn,  daß  cc,  ß,  y  so  bestimmt  werden  könnten,  daß  ar«  +  brß  +  Cry 
=  0  für  r  =  1,  2  . . .  11.  In  diesem  Fall  ist  eine  Bestimmung  von  x.  y,  z  nicht 
möglich. 
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[ha] 


Bei  weiterer  Reduktion    er- 
halten wir  für  die  3.  und  4.   Reihe  die  Koeffizienten 


wo  also  [/;  b,i^,  =  \hb\  —  - — -j  [«  h]   usw, 


[cc,2]     [c/,2J 
[/  r,  2]      [/  /,  2] 

und  endlich  für  die  vierte  Reihe  den  Koeffizienten  [/  /,  3],  der  den  Wert 
von  U  ergibt. 

Wenn  man  nun  andererseits  mit  den  Vertikalreihen  operiert,  indem 
man,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  statt  x,  y,  z  sukzessive  andere 
Variable  einführt,  so  kann  man  x,  y,  z  dabei  als  beliebig  veränderlich 
betrachten,  da  es  für  die  betrachteten  Umformungen  nicht  nötig  ist,  daß 
die  linken  Seiten  der  ersten  drei  Gleichungen  den  Wert  Null  haben.  Nur 
dürften   dann  in   dem  Ausdruck 

[a  e]  X  +  [b  e]  ?/  +  [c  g]  ^  +  [/  e]  =  U 

die  ersten  drei  Glieder  nicht  weggelassen  werden. 

Wie  oben  gezeigt,  treten  bei  dem  Operieren  mit  den  Kolonnen  die- 
selben Koeffizienten  auf,  wie  mit  den  Reihen.    Wir  führen  zunächst  ein 


X  =  X  +  vT^y  + 


z-\- 


[a  l]        [a  e] 


[a  a]  "    '    [a  a]  ~    '    [a  a]       [a  a] 
und  haben  dann 

[a  a]  x'  =  [a  ej 

{b  a]  x'  +  [b  b,i\y  -V  [^  V,  1]  ;  +  [H,  1]  =  \b  e\ 
[c  a]  x'  +  [c  6,  1]  2/  +  [c  c,  1]  z  +  [c  /,  1]  =  [_c  ej 
[/  a]  x'  +  [/&,!]?/  +  [/  f,  1]  c  +  [l  /,  1]  =  U 
—  [a  e]  X  —  {b  e]  ?/  —  [c  e]  2, 

und  bei  weiterer  Reduktion 


(C) 


y'  =  y  -h 


z'  =z  + 


[bc,i]       ,     [bl,l] 


[bb,!] 
[c  l,  2] 


+ 


[bb,i] 


(C) 


erhält  man 

[a  a]  x'  =  [u  s] 

[ba]x'  +  [bb,  l\y'  =  [be] 

[c  a]  x'  +  [cb,l]y'  +  [c  c,  2]  z'  =  [c  e]        (A) 

[/  a]  x'  +  [/  b,  1]  y'  +  [/  f,  2]  z'  +  [/  /,  3]  =  U 
—  [a  e]  X  —  [b  e\  //  —  [c  e]  z. 

Multipliziert  man  nun  die  ersten  drei  Gleichungen  mit  ./,  vy,  z  und 
addiert  sie  zu  der  letzteren,  so  ergibt  sich 
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{[a  a]  X  -{-  [b  a]  y  -{-  [c  a]  z     -\-  [l  a])  x' 

{[cc,2]z+[/c,2])z'  '-''•         ^""^ 
[l  l,  3] 

Die  Koeffizienten  von  x\  y\  z'  sind  nun  gerade  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen,  die  bei  der  Operation  mit  den  Horizontalreihen  auftreten, 
nämlich: 

[a  a]x  +  [b  a]y  +  [c  a]  z  +  [l  «]  —  [«  e] 
[b  b,l]y^  [b  c,  1]  z  +  [b  Z,  1]  =  [b  e]  -^^  [a  e]  =  [b  e,  1] 

[c  b,i]y^  [c  c,  1]  z  +  [c  l,  1]  =  [c  e]  -^  [a  e]  =  [c  e,  1] 

La  a\  ^ 

und  aus  den  letzten  beiden  Gleichungen 

[c  c,  2]  z  +  [c  /,  2]  =  [c  £,  1]  -  -^^^  [b  £,  1]  =  [c  £,  2]. 

[bb,  1] 

Wenn  man  nun  dieselben  Operationen  mit  diesen  Gleichungen  in 
der  Form  (A)  vornimmt,  so  erkennt  man,  daß  [b  b,  i]y'  =  [b  e,  i]  und 
[c  c,  2]  z'  =  [c  e,  2]  wird. 

Mithin  kann  man  die  Gleichung  (B)  in  der  Form  schreiben: 

[a  a]  x'^  +  [b  b,  1]  y'^  +  [c  c,  2]  z'^  +  [Z  /,  3]  =  U. 

Hier  sind  a;'  y'  z'  ebenso  wie  x,  y,  z  veränderliche  Größen,  die  durch  die 
Gleichungen  (C)  mit  einander  zusammenhängen.  Als  Funktion  von  x,  y,  z 
ist  U  =  [{a  x  -\-  b  y  -\-  c  z  -{-  If].  In  der  Entwicklung  kommen  nicht  nur 
die  Quadrate  x^,  y^,  z^,  sondern  auch  die  Produkte  xy,  y  z,  x  z  vor.  Nach 
Einführung  der  Veränderlichen  x\  y',  z'  kommen  nur  die  Quadrate  vor. 
Der  Minimumswert  [l  /,  3]  ergibt  sich  für  x'  =  y'  =  z'  =  0.  Dieselbe 
Rechnung,  durch  welche  man  die  Unbekannten  x,  y,  z,  die  U  zum  Minimum 
machen,  berechnet,  liefert  zugleich  die  Reduktion  der  quadratischen 
Form  U  auf  eine  Summe  von  Quadraten.  Dasselbe  gilt  für  eine  beliebige 
Anzahl  von  Veränderlichen. 

Das  gleiche  gilt  auch  für  eine  beliebige  quadratische  Form  von 
X  y  z.    Sei 

U  =  «11  X^  +  «22  y^  +  033  2^  +  2  «12  a;  ?/  +  2  «13  ^  2 

+   2  «23  ?/  2  +  2  014  ä;  +   2  «24  ?/  +  2  «34  2  +  ö  44" 

Sei  aji  ^  0,  so  werde  gesetzt 


,     "12  ,      "13 

a;  +  - —  y  ^ z  +  «14. 


Alsdann  ist 
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U  =  «11  x'"^  +  («'?2  r  +  «'33  -"  +  2  a'23  y  z  +  2  a'24  ?/  +  2  rt'gj  c  +  ö'j4), 
wo 


a 


12 


a  22  =  «22 «12»    "  33  =  <^33  -^  Ö13,    a  23  =  023 «13    USW. 


11 


Schreiben  wir  das  symmetrische  System  der  Koeffizienten 


wo  «12  =  ^-'21  usw.,  und  reduzieren  wir  das  System,  indem  wir  die  Glieder 

21       31        41 

der    ersten   Reihe  mit  — ,  — ,  —    nuiitipliziert   von    denen   der    zweiten, 

«11  «n  «11 
dritten,  vierten,  abziehen,  so  gehen  diese  über  in  das  System 


U  42       U  43       "  44 , 

welche  grade  die  Koeffizienten  der  quadratischen  Form  von  y  und  :;  bilden, 
die  nach  Abtrennung  des  Gliedes  flu  x'^  übrigbleibt.    So  geht  das  weiter. 

Man    setzt   jetzt   y'  =  y  -\-  — r~  -  -l — r~    und   erhält 

Cl  22  ö  22 

l'  =  aji  x"^  +  a'22  y'~  +  a"33  :;2  -f  2  a''.^^  z  -f  <i"iA^ 


wo 


,,        ,      "  32    ,       ,,        ,       "  32     , 
a    33  =  a  33      -,        •  'l   23i   «  34  ^  «  34      ~,        ■  «  245 
€L  t>o  (-i  22 

a'42 

«  44  =  tt  44  c      ~;      •  f^  24- 

22 

Dies  sind  wieder  dieselben  Koeffizienten,   die  sich  bei  der  Operation  mit 
den  Reihen  ergeben.     Endlich  wird  nun  gesetzt 

«  33 
wodurch  U  übergeht  in 

u  =  «11 3-''  +  a'22  y'^  4-  «"33  ^''  +  «'"44, 

wo 

«   13 

«     44  ^^  «    44  77~  «    34- 

a    44 

Auf  diese  Weise  kann  die  Untersuchung,  zu  welchem  Typus  eine 
Fläche  zweiten  Grades  gehört,  die  durch  ihre  Gleichung  gegeben  ist,  be- 
quem ausgeführt  werden. 
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Beispiel.     Die  Gleichung  der  Fläche  sei: 

iO  x^  -\-  y^  -\-  3  z^  —2  X  y  -\-  A  X  z  -{-  6  ij  z  —  2  X  +  8  ij  —  i  z  +  l  =  0. 

Man  bildet  das  symmetrische  Koeffizientensystem,  von  dem  die 
zweimal  vorkommenden  Glieder  nur  einmal  hingeschrieben  zu  werden 
brauchen,  und  reduziert  es  in  der  erläuterten  Weise: 


10    —1 

+    2—1 

+  1 

+    3+4 

+  0.1 

—   0.2  +    0.1 

+    3—2 

+    0.4  —   0.2 

+    1 

+    0.1 

+  0.9 

+    3.2  +    3.9 

+    2.6  —   1.8 

+  11.4  +  13.9 

+    0.9 

+  16.9 

—   8.8  —15.7 

—  16.0 

—  28.0 

+  12.0 

Mithin  10  x'^  +  0.9  y'^-  —  8.8  z'^  +  12.0  =  0. 
Die  Fläche  ist  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 


^  II.   Abschnitt. 

Nichtlineare  GleichunLjen  mit  einer  Unbekannten. 


§  5.    Lösung  einer  Gleichung  durch  tabellarische  Berechnung. 

Sei 

f{x)  =  c 

oine  beliebige  Gleichung  für  die  Unbekannte  x.  Wir  können  ihr  eine  geo- 
metrische Bedeutung  geben,  wenn  wir  die  Werte  von  /  {x)  als  Ordinaten 
zu  den  Abszissen  x  auftragen.  Die  Lösungen  der  Gleichung  /  (x)  =  c 
sind  die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  Geraden,  die  im  Abstand  c  zur 
a;-Achse  parallel  gezogen  werden  kann.  Gesetzt,  die  Werte  der  Funktion 
/  (x)  lägen  schon  in  einer  Tabelle  geordnet  vor,  aus  der  man  für  eine  Reihe 
von  Werten  von  x  die  zugehörigen  Funktionswerte  entnehmen  könnte, 
so  würden  Näherungswerte  für  die  Lösungen  der  Gleichung  in  ähnlicher 
Weise  gefunden  werden  können,  wie -man  mit  Hilfe  einer  Logarithmen- 
tafel zu  einem  gegebenen  Logarithmus  die  zugehörige  Zahl  findet.  Man 
sucht  in  der  Tabelle  diejenigen  Stellen  auf,  wo  ein  Wert  von  /  {x)  kleiner 
ist  als  c,  während  der  benachbarte  Wert  größer  ist  als  c,  und  interpoliert 
dann  zwischen  den  beiden  zugehörigen^ Werten  von  x  unter  der  Annahme, 
daß  die  Änderungen  von  x  den  Änderungen  von  /  (x)  proportional  sind. 
Geometrisch  gesprochen  bedeutet  diese  Annahme,  daß  wir  die  Kurve 
zwischen  den  beiden  Punkten  als  geradlinig  betrachten  und  durch  ihre 
Sehne  ersetzen.  Wenn  die  Kurve  nicht  eine  gerade  Linie  ist,  so  enthält 
diese  Annahme  einen  Fehler,  der  aber  bei  einer  Kurve,  die  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  für  ein  hinreichend  kleines  Intervall  selbst  im  Verhältnis  zu 
diesem  Intervall  beliebig  klein  wird.  Um  zu  erfahren,  ob  der  so  gefundene 
Näherungswert  eine  Lösung  der  Gleichung  mit  ausreichender  Genauigkeit 
darstellt,  kann  man  in  seiner  Nachbarschaft  die  Funktion  /  (x)  für  Werte 
von  x  berechnen,  die  dichter  liegen  als  die  Werte  der  ursprünglichen  Tabelle. 
Indem  man  wieder  die  beiden  Werte  von  x  aufsucht,  für  die  /  (x)  einmal 
größer  und  einmal  kleiner  als  c  ist,  hat  man  ein  Intervall,  in  dem  der  ge- 
suchte Wert  liegen  muß.     Unter  der  Annahme  der  Proportionalität  der 
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Änderung  kann  man  nun  zwischen  diesen  beiden  Werten  von  x  wieder 
einen  neuen  einschalten,  der  einen  genaueren  Näherungswert  darstellt. 
Dieses  Verfahren  kann  man  so  weit  treiben,  wie  man  will.  Für  hinreichend 
kleine  Intervalle  erhält  man  den  Wert  mit  beliebiger  Genauigkeit.  Es  wird 
im  allgemeinen  nicht  zweckmäßig  sein,  die  Intervalle  gleich  sehr  klein 
werden  zu  lassen,  weil  man  dann  in  der  Regel  mehr  Werte  von  /  (x)  be- 
rechnen muß,  ehe  man  auf  das  gesuchte  Intervall  stößt. 


Beispiel; 


X  log  X  =  — 0,1450. 


Für  j::  >  1  ist  a;  log  x  positiv,  es  können  also  nur  die  Werte  zwischen 
X  =  0  und  X  =  i  in  Betracht  kommen.  Zur  ersten  Orientierung  rechne 
man  nun  mit  vierstelligen  Logarithmen  die  Werte  für  a;  =  0.1, 0.2  etc.  0.9  aus. 

X  X  log  X 


0 

0.0000 

0.1 

—  0.1000 

0.2 

—  0.1398 

0.3 

—  0.1569 

0.4 

—  0.1592 

0.5 

—  0.1505 

0.6 

—  0.1331 

0.7 

—  0.1084 

0.8 

—  0.0775 

0.9 

—  0.0412 

1.0 

0.0000 

In  dem  Intervall  0.2  bis  0.3  und  in  dem  Intervall  0.5  bis  0.6  nehmen 
wir  nun  die  Änderungen  von  x  denen  von  x  log  x  proportional  an  und 
suchen  den  zu  — 0.1450  gehörenden  Wert  von  x. 

1)  Intervall  0.2  bis  0.3 

0.2    —0.1398        —0.1398 

0.3     —0.1569        —0.1450         ,^ 

T^  0.1  =0.03 
171 


Diff.:  0.1 


0.0171 


—  0.0052 


Das  gibt  X  =  0.23.     Nun  wird  von  neuem  berechnet: 


0.1450 
0.1447 


X 

X  \ogx 

0.23 
0.22 

—  0.1468 

—  0.1447 

Diff.:  O.Ol 

—  0.0021 

0.0003       — -  O.Ol  =  0.0014 
21 


Lösung  einer  Gleichung  durch  tabellarische  Berechnung. 
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Das    gibt  X  =  0.2214.     Bei    nochmaliger    Rechnung   tut  man   nun 
gut,  mehr  als  vierstellige  Logarithmen  zu  nehmen: 


X  \ogx 


Diff. 


0.2214 
0.2215 
0.2216 


0.1449775 
-0.1449996 
0.1450217 


221 
221 


Man  schließt  aus  der  Übereinstimmung  der  beiden  Differenzen,  daß, 
soweit  die  Genauigkeit  der  Rechnung  reicht,  den  gleichen  Änderungen 
von  X  zwischen  0.2214  und  0.2216  die  gleichen  Änderungen  von  x  log  x 
entsprechen,  und  findet  nun 

0.1450000 
0.1449996  , 

X  0.0001 


221 

X  =  0.221502 


0.000002 


2)  Intervall  0.5  bis  0.6 

0.5     —0.1505 
0.6     —0.1331 


0.1505 
0.1450 


0.1     +  0.0174       +  0.0055 


T74 


K  0.1  =  0.03 


Das  gibt  X  =  0.53.     Nun  wird  von  neuem  berechnet: 

X     I     X  log  X    J  Diff. 

I  11 

0.007 


0.53 
0.54 


-0.1461 
0.1445 


+  1^        ^y  X  O.Ol 


a-  =  0.537 
Nun  werde  mit  siebenstelligen  Logarithmen  berechnet 

X  log  a;  Diff. 

7n  40 

0.000024 


0.537 
0.5371 


—  0.1450040 
—0.1449874 


166 


166 
X  =  0.537024 


X  0.0001 


Diese  Betrachtungen  sind  nicht  strenge.  Denn  es  fehlt  der  Nach- 
weis, daß  die  Funktion  x  log  .r  in  den  betrachteten  Intervallen  jeden 
Zwischenwert  ein  und  nur  einmal  annimmt.  Dieser  Nachweis  wird  durch 
die  Betrachtung  des  Differentialquotienten  der  Funktion  erbracht.  So- 
bald man  sich  nämlich  überzeugt,  daß  der  Differentialquotiont  in  einem 
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Intervall  endlich  ist  und  nur  Werte  eines  Zeichens  hat,  so  wird  die  Funk- 
tion sich  mit  stetig  wachsendem  x  stetig  und  nur  in  einer  Richtung  be- 
wegen und  daher  jeden  zwischen  den  beiden  Endwerten  gelegenen  Wert 
ein  und  nur  einmal  annehmen.     In  diesem  Falle  z.  B.  ist  die  Ableitung: 

log  X  +  log  e 

1  1  ^ 

und  ist  also  zwischen  a-  =  0  und  x  =  —  negativ,  zwischen  x  =^  —  und  x  =  i 

e  e 

....  1 

dagegen  positiv.     Die  Funktion  nimmt  zwischen  x  =  0  und  x  =  —   alle 

e 

—  löge  1 

Werte  zwischen  Null  und ie  einmal  an  und  zwischen  x  =  —  und 

e        ■*  e 

X  =  1  wieder  je  einmal. 


§  6.     Lösimg  einer  Cxleichimg  nach  dem  Newtonschen  Yerfahren. 

Statt  wie  eben  die  Kurve  in  einem  Intervall  durch  ihre  Sehne  zu 
ersetzen,  kann  man  sie  nach  Newton  auch  durch  eine  Tangente  ersetzen. 
Dann  gestaltet  sich  die  Rechnung  in  der  folgenden  Weise.  Es  sei  a\  ein 
Näherungswert  einer  Wurzel   der   Gleichung 

/  {X)  =  0.  *) 

Man    setze   nun   x  =  x^  -]-  h,    so   daß 

f{x,^h)=0. 

Nun  ist  für  kleine  Werte  von  h  bis  auf  Größen  2.  Ordnung 

/  (^1  +  /O  =  /  (-^i)  +  /'  M  h. 

Mit  Vernachlässigung  dieser  Größen  2.  Ordnung  erhalten  wir  dann 
also  für  h  die  Gleichung  ersten   Grades 

f{x,)  +  f'{x,)h=0 
oder 


h  = 


/'  (^i)" 


Der  Wert  x^  +  h  bildet  dann  einen  neuen  Näherungswert,  den  wir 
mit  X2  bezeichnen  und  wieder  ebenso  verbessern  können  wie  x^.  Ist  man 
der  Wurzel  schon  einigermaßen  nahe,   so  wird  die  Genauigkeit  alsbald 


*)  Wenn  oben  f(x)=c  geschrieben  war,  so  möge  man  sich  hier  f{x)  —  e=0 
gesetzt  und  die  Differenz  /'(x)  — c  mit  f(x)  bezeichnet  denken. 


§  6.     Lösung  einer  Gleichung  nach  dem  Xewtonschen  Verfahren. 
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sehr  groß.  Da  die  Verbesserung  h  meistens  nur  auf  wenige  Stellen  be- 
rechnet zu  werden  braucht,  so  ist  es  nicht  nötig,  den  Wert  von  /  (x^)  und 
/'  {Xy)  mit  großer  relativer  Genauigkeit  zu  berechnen. 

1.  Beispiel.     Es  werde  der  Näherungswert  Xj  =0.2  für  die  Wurzel 
der    Gleichung 

X  log  X  =  —  0.145 

zum  Ausgangspunkt  genommen. 

/  {x)  =  x\ogx  -{-  0.145 
j'{x)=     log  a;  + löge. 


Xr 

iM 

/'   iXr) 

iiXr) 
r  {Xr) 

Xi  =  0.2 

X,  =  0.2196 
xg  =  0.22148 
0:4  =  0.221501 

+  0.0052 
+  0.000422 
+  0.0000047 

—  0.265 

—  0.224 

—  0.220 

+  0.0196 
+  0.00188 
+  0.000021 

Wie  weit  man  berechtigt  ist,  die  Kurve  durch  ihre  Tangente  zu 
ersetzen,  erkennt  man  an  den  Änderungen  der  Werte  /'  {Xr).  Für  das 
ganze  Intervall  x^  bis  x^^  z.  B.  wird  /'  [x)  =  —  0.220  gesetzt  werden  können, 
d.  h.  die  Änderungen  von  /  (x)  sind  in  diesem  Intervall  bis  auf  weniger  als 
\  Prozent  ihres  Betrages  den  Änderungen  von  x  proportional. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Tangente  kürzer 
als  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  Sehne,  vorausgesetzt,  daß  /'  {x)  nicht 
umständlicher    zu   berechnen  ist   als   /  {x). 

2.  Beispiel :  /  [x)  =  sin  x  —  .r  cos  x  =  0 

/'  {x)  =        X  sin  X. 

Da  /( — x)  =  — i  {x),  so  gehört  zu  jeder  positiven  Wurzel  eine 
negative  von  gleichem  absoluten  Betrage  und  umgekehrt.  Wir  brauchen 
daher  nur  die  positiven  Wurzeln  aufzusuchen.  /'  (x)  ist  positiv  für  x 
zwischen  0  und  tt,  negativ  für  x  zwischen  71  und  2  n,  wieder  positiv  für  x 
zwischen  2.-7  und  .3  .t  usw.  Daher  wird  /  {x)  ein  Maximum  für  x  =  71. 
■  ■)  71,  b  71  etc.  und  ein  Minimum  für  x  =  2  7r,  4  tt,  Qtc  etc.  Die  Maximal- 
werte sind  gleich  tt,  071,  bTi  etc.,  die  Minimalwerte  gleich  — 2  7r,  — 4:^, 
—  67c  etc.  Zwischen  jedem  Maximalwert  und  dem  folgenden  Minimal- 
wert liegt  eine  und  nur  eine  Wurzel  und  ebenso  zwischen  jedem  Minimal- 
wert  und  dem  folgenden  Maximalwort.     Um  z.  B.  die  Wurzel  zwischen 

X  =  0  71  und  X  —-  ^71  auszurechnen,  werde  Xi  =  5  tt  +  —  als  erster  Nähe- 
rungswert angenommen. 


46 


II.  Abschnitt.     Nichtlineare  Gleichungen  mit  einer  unbekannten. 


Xr 

IM 

71 

^1   =  5  TT  +  - 

x^=  +5.4816  71 
x^=  -\-  5.481537  71 

—  1 

—  0.00342 

—  17.3       —0.058        =— 0.0184rr 

—  17.2       —0.000199  =  — 0.000063  TT 

Der  Wert  von  /'  {x)  ändert  sich  in  den  drei  Stellen  — 17.2  nicht 
mehr.  Die  Änderungen  von  x  sind  daher  bis  auf  weniger  als  J  Prozent 
ihres  Betrages  denen  von  f{x)  proportional.  Mithin  muß  die  zuletzt  be- 
rechnete Verbesserung  und  daher  auch  der  Wert  von  x^  in  den  hinge- 
schriebenen Ziffern  richtig  sein. 

Unter  Umständen  kann  es  zweckmäßiger  sein,  /'  {x)  nicht  durch 
Differentiation  zu  bilden,  sondern  es  dadurch  genähert  zu  finden,  daß 
man  bei  der  Berechnung  von  /  {x)  zugleich  die  Änderung  f  {x  -\-  h)  —  /  (x) 
berechnet,  wo  für  h  eine  kleine  Größe,  z.  B.  die  Einheit  der  1.  oder  2.  oder 


3.  etc.  Dezimale,  angenommen  wird.    Dann  ist 


f{x  +  h)—f{x) 
h 


genähert 


gleich  /'  [x).  Besonders  dann  ist  die  Rechnung  bequem,  wenn  /  {x)  aus 
tiiner  Summe  von  Gliedern  besteht,  deren  einzelne  Werte  aus  fertigen 
Tabellen  entnommen  werden.  Man  kann  dann  für  jedes  Glied  die  Differenz 
zweier  aufeinanderfolgender  Werte  der  Tabelle  bilden  und  auf  diese  Weise 
den  Unterschied  der  Werte  der  Funktion  für  eine  gegebene  kleine  Änderung 
von  X   zusammensetzen. 

Wir   können   z.  B.   die   oben   betrachtete   Gleichung 

sin  X  —  x  cos  X  =  0 

auf  folgende  Weise  behandeln.  Sei  5.5  7i  als  erster  Näherungswert  gegeben, 
so  setzen  wir  zunächst  x  =  5.5  tt  —  u  und  haben  dann 


oder 
•oder 


—  cos  u  +  (5.5  71  —  u)  sin  w  =  0 
(5.5  71  —  li)  tg  w  =  1 


log  (5.5  71 
n 


u)  +  log  tg  u  =  0. 
180 


,  wo  o  = •  60.60;    dann    ist    n  gleich 

Q  7C  ^ 


Wir   setzen   nun    u 
■dem  Winkel  u  in  Sekunden  gemessen.   Die  Gleichung  geht  dadurch  über  in 

—  log q]^  log  (3564000  —u)-\-  log  tg  {u)  =  0. 

Man  kann  nun  hier  Ji  =  0  nicht  als  ersten  Näherungswert  brauchen, 
weil  log  tg  u  dafür  unendlich  wird.    Da  indessen  }i  gegen  3564000  klein 


§  G.    Lösung  einer  Gleichung  nach  dem  Newtonschen  Verfahren. 
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ist,  so  kann  man  in  log  (3564000 — n)  zunächst  n  =  0  setzen  und  den 
Winkel   so   bestimmen,    daß    logtgw  =  logp  —  log  (3564000). 

log  Q  =  5.314425 
log  3564000  =  6.551938 


log  tg  II  =  8.762487     u  :  3»  18'  44" 
n  =  11924" 

Dieser  Winkel   werde   als   erster   Näherungswert   eingeführt. 


1) 


Änderung  für  1" 

3564000 

—  log^  =  4.6855749- 

-10 

in  Einheiteu 
der  letzten  Stelle 

—  11924 

log  3552076  =  6.5504823 
logtgii  =  8.7624810- 

-10 

—  1 

3552076 

+  365 

9.9985382  - 

-10 

+  364 

=  —0.0014618 

+  14618 

=  +  40.1 


erster  Näherungswert   n 

Korrektion 

zweiter  Näherungswert  ti 


+  364 
: 11924 

+  40.1 
:  11964.1"  (30  19'  24.1") 


2) 


3564000 
—  11964.1 

3552035.9 


—  log  ^  =  4.6855749  — 10 
log  3552035.9  =  6.5504774 

log  tg  u  =  8.7639423  — 10 
9.9999946  — 10 
=  —  0.0000054 
+  54 


Änderung'   für  1" 

in  Einheiten 
der  letzten  Stelle 

—  1 

+  366 


+  365 


+  365 
11964.1 

+  0.15 


0.1c 


dritter  Näherungswert     11964.25"     (3"  19'  24.25"). 

Will  man  den  Wert  noch  genauer  haben,  so  müßte  man  die  Loga- 
rithmen auf  mehr  als  7  Stollen  aufschlagen.  Denn  wenn  die  siebente  Stelle 
der  Summe  der  3  Glieder  auf  1.5  Einheiten  unsicher  ist,  wird  die  daraus 

1.5 
entspringende  Unsicherheit  der  Verbesserung  von  n  etwa  7^77^   Sekunden 


365 


betragen. 
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§  7.     Berechnung  der  Wurzeln  durch  Iteration. 

Wenn  die  Gleichung,  deren  Wurzel  berechnet  werden  soll,  auf  die 
Form 

X  =^   (f)  [x) 
gebracht  werden  kann  und  dabei  erreicht  werden  kann,  daß  die  Funktion 
rp  (x)  in  der  Nähe  der  Wurzel  sich  nur  langsam  mit  x  ändert,  so  läßt  sich 
die  folgende  Methode  der  Berechnung  mit  Vorteil  anwenden.     Es  sei  x^ 
ein   Näherungswert  der  Wurzel.      Setzt  man  nun 

X2^    (p  {X^), 

SO  ist  X2  ein  neuer  Näherungswert.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung 
muß  dann  x^  der  Wurzel  nahekommen.  Denn  bezeichnet  x  die  Wurzel 
selbst,  so  erhält  man  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen 

X      =:     (p    {X) 

die  Gleichung 

X  —  X2  =  <p  (x)  —  (p  (%). 

Nach  der  Voraussetzung  soll  aber  (p  {x-^)  sehr  wenig  von  (p  {x)  verschieden 
sein.     Folglich  ist  auch  x^  sehr  wenig  von  x  verschieden. 
So   können   wir   z.  B.    die   Gleichung 

21  x^^  —  53  a;'  +  65  x^  +  312  a;-  —  74  =  0 
so  schreiben: 


-1/74         65     ^        53  21     ^, 

"  \'  312       312       "^312  312       * 

In  der  Nähe  der  positiven  Wurzel  ändert  sich  die  rechte  Seite  nur 
langsam.  Denn  die  positive  Wurzel  ist,  wie  man  durch  Einsetzen  von 
X  =  i  findet,  kleiner  als  1  und  daher  spielen  die  Glieder  mit  x^,  a;',  x^^  auf 
der  rechten  Seite  eine  geringe  Rolle.    Wird  als  erste  Annäherung  a;  =  0 

— -^  =  0.49. 

Benutzt  man  diese  neue  Annäherung  wieder  in  derselben  Weise,   so  ergibt 
sich   als   folgende  Annäherung 

0.4821 

und,  wenn  dieser  Wert  benutzt  wird,  als  folgende  Annäherung 

0.48247 
und  mit  diesem  wiederum 

0.482454. 

Man  bemerke,  daß  die  Näherungswerte  abwechselnd  zu  groß  und  zu  klein 
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sind.  Das  muß  immer  der  Fall  sein,  wenn  cp  {x)  in  der  Nähe  der 
Wurzel  mit  wachsendem  x  abnimmt.  Denn,  wenn  x^  >  x,  so  ist  alsdann 
(p  {x)  — cp  {Xy)  >  0  und  daher  x  — a-g  >  0,  d.  h.  x^  <  x\  wenn  anderseits 
Xi  <  X,  so  ist  cp  {x)  —  cp  {x{)  <  0  und  daher  x  — X2<  0,  d.  h.  x^  >  x. 
Wenn  dagegen  cp  {x)  in  der  Nähe  der  Wurzel  mit  wachsendem  x  zu- 
nimmt, so  bleiben  die  sukzessiven  Näherungen  auf  derselben  Seite  der 
Wurzel. 

Um  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Annäherung  an  die  Wurzel 
vor  sich  geht,  zu  erkennen,  betrachte  man  den  DifTerentialquotienten 
von  cp  {x).  Ist  dieser  in  der  Nähe  der  Wurzel  seinem  absoluten  Betrage 
nach  nicht  größer  als  ein  echter  Bruch  m,  so  ist  cp  {x)  —  cp  {x■^)  dem 
absoluten  Betrage  nach  nicht  größer  alg  tn  {x — x{)  und  folglich  auch 
X — X2  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  größer  als  m  {x — x^).  Die 
Abweichung  des  folgenden  Näherungswertes  x^  von  der  Wurzel  x  ist 
dann  absolut  genommen  nicht  größer  als  m  {x — X2),  d.  i.  nicht  größer 
als  m^  {x — Xj^)  u.  s.  f.  Es  vermindert  sich  mithin  bei  jedem  Schritte 
die  Abweichung  von  der  Wurzel  mindestens  in  dem  Verhältnis  m  :  1. 
So  kann  man  in  dem  eben  gerechneten  Beispiel  ^'  {x)  in  der  Nähe  der 
Wurzel  genähert  berechnen 

1       1     —  325  X*  +  371  x^  —  273  x^'^ 


2  1/312  1/74  —  Qbx^-\-b'dx'—x  121^  ' 
Mithin  genähert 

i       1      325  x'^  1  325 

^'("'^  =  -2  •312- ^.1  = -2  312'"   =-^-^^- 

Man  kann  in  der  Nähe  der  Wurzel  m  <  0.07  annehmen.  Nach  4 
Schritten  vermindert  sich  also  die  Entfernung  von  der  Wurzel  auf  weniger 
als  25  Millionstel  der  ersten  Entfernung.  Diese  .\rt  der  Rechnung  läßt 
sich  häufig  auch  bei  transzendenten  Gleichungen  mit  Vorteil  anwenden. 
Sie  liegt  auch  manchen  astronomischen  und  physikalischen  Rechnungen 
zu  Grunde,  bei  denen  häufig  kleine  Korrektionsglicder  die  zu  berechnende 
Größe  selbst  enthalten.  Wofern  die  Korrektionsglieder  sich  nicht  wesent- 
lich ändern,  wenn  man  einen  Näherungswert  statt  des  wahren  Wertes 
einsetzt,  benutzt  man  sie,  um  eine  genauere  Annäherung  zu  finden.  Wenn 
man  z.  B.  aus  einer  Monddistanz  die  geographische  Länge  eines  Ortes 
berechnen  will,  so  kommt  bei  der  Reduktion  der  Monddistanz  auf  den 
Erdmittelpunkt  die  gesuchte  Länge  selbst  vor.  Gewöhnlich  wird  der  hierbei 
angenommene  Wert  der  Länge  dem  wahren  Wert  hinreichend  nahe  sein, 
um  die  Korrektion  hinreichend  genau  zu  ergeben.  Sonst  müßte  man 
grade    wie    oben  mit  dem  ormittelten  Werte  die  Rechnung  wiederholen. 

Runge,  Praxis  der  Gleichungen.  4 
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Die  Gleichung 

tg  {x)  =  X 

hat  in  jedem  Intervall,  in  welchem  tg  [x)  alle  Werte  von  —  oo  bis  +  oo 

durchläuft,  eine  und  nur  eine  Wurzel.    Denn  tg  {x)  wächst  rascher  als  x 

n 
und  überholt  daher  jedesmal  den  Wert  x.    So  liegt  z.  B.  zwischen  — — - 

71  71  71 

und  +  -r-  eine  Wurzel  (nämlich  x  —  0);  ebenso  zwischen  +  —   und  3  -— , 

TT  71 

3—  und  5—  u.  s.  w.    Für  die  größeren  Wurzeln  eignet  sich  die  eben  aus- 

einandergesetzte  Methode  vortrefflich,  wenn  man  die  Gleichung  in  der 
Form  schreibt: 

X  =  aro  tg  X. 

Denn  der  Differentialquotient  der  rechten  Seite  ist  gleich 

1 


1   +  X2  ' 

wird  also  für  große  Werte  von  x  sehr  klein.   Geht  man  z.  B.  von  dem  Werte 

71  1 

rci  =  7  —  aus,  in  dessen  Nähe  eine  Wurzel  liegen  muß,  so  ist -„  <  O.Ol. 

^2  *  1  +  a;2 

Bei  jedem  Schritt  muß  daher  die  Entfernung  von  der  Wurzel  sich  auf 
weniger   als  ihren  hundertsten  Teil  verkleinern. 


7  f^  log  3.5  =  0.544068 

2  log  TT  =  0.497150 


logiCi  =  1.041218 
arc  tg  x^  :  84«  48'  26"  +  3  x  180« 


.r.2  =  3.47115  71  log  3.47115  =  0.540473 

log  TT  =  0.497150 


log  0^2  =  1.037623 
arc  tg  x^  :  84"  45'  38"  +  3-  x  180» 


Xs  =  3.47089  71  log  3.47085  =  0.540441 

log  TT  =  0.497150 


logiCg^  1.037591 
arctgxg  :84»  45' 36".6 


x^  =  3.47089  7t. 

Die  letzte  Rechnung  ändert  den  vorletzten  Näherungswert  nicht 
mehr  in  den  noch  aufgeführten  Stellen.  Damit  hat  man  die  Gewähr,  daß 
die  ermittelten  Stellen  richtig  sind.  Die  Abweichung  des  ersten  Näherungs- 
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wertes  x^  beträgt  weniger  als  0.03;  daher  muß  nach  der  obigen  Überlegung 
der  Fehler  von  .Tg  weniger  als  0.0003  und  der  von  x^  weniger  als  0.000003 
betragen. 

Mit  zentesimaler  Teilung  ist  die   Rechnung  wesentlich  bequemer, 
weil  die  Unu-echnung  des  Winkels  in   Bruchteile  von  n  wegfällt. 

rrj  =  3.5  ti  log  3.5  =  0.544068 

log  TT  =  0.497150 


1.041218 
arc  tg  Xi  =  694''. 2261 


X.2  =  6.942261  ^  log  6.94226  =  0.841501 


2 


log^  =  0.196120 


1.037621 
arc  tg  a-2  =  694!'.1783 


x^  =  6.941783  ~  log  6.94178  =  0.841471 


9 


log  ^  =  0.196120 


1.037591 
arc  tg  Xg  =  694".  1780 


Xi  =  6.941780^, 


§  8.     Anwendung  auf  die  Umkehrung  einer  Reihe. 

In  ähnlicher  Weise  läßt  sich  die  Umkehrung  einer  Reihe  ausführen. 
Es  sei  z.  B. 

1^         x^ 

y  ^  xe'  =  X  -^  x^  -]-—-{-  —  +  ■■  • 

und  es  soll  für  einen  kleinen  Wert  von  ?/  der  zugehörige  Werl  von  x  1h- 
rechnet  werden,  so  kann  man  schreiben 


x"       o; 
x  =  y  —  a  2 


3 

)A      :\ ! 


Ist  X  klein,  so  ändert  sich  die.  rechte  Seite  für  einen  gegebenen  Wert 
von  y  nur  langsam  mit  x  und  man  kann  daher  das  eben  auseinandergesetzte 
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Verfahren  anwenden.  Bei  den  ersten  Annäherungen,  deren  Fehler  noch 
nicht  sehr  klein  geworden  ist,  braucht  man  nur  wenige  Glieder  zu  berück- 
sichtigen.    Z.  B. 

y  =  0.1  X-y  =         0.1 

X.  =       0.1 
—  O.Ol 


0.09 

^3  =       0.1 

—  0.0081 

—  0.0004 
0.0915 

Ä-.,  =       0.1 

—  0.00837 

—  38 

—  1 
0.09124 

x^=      0.1 

—  0.00832 

—  38 

—  1 
0.09129 

X,  =       0.1 

—  0.008334 

—  380 

—  10 
0.09128 

Von  hier  ab  wird  die  fünfte  Dezimale  nicht  mehr  geändert. 
Man  kann  die  Gleichung  auf  mancherlei  andere  Formen  bringen, 
bei  denen  dasselbe  Verfahren  noch  rascher  zum  Ziel  führt.     Z.  B. 


x^j^x  +  0.25  =  0.25  +  y  _  — -  ^ 


mithin 


= -0.5 +y  0.25 +  y-| 


X-* 
2!       3T 


Zur  Berechnung  der  ersten  Stellen  der  Quadratwurzel  bedient  man 
sich  dabei  zweckmäßig  einer  Tafel  der  Quadratzahlen.     Z.  B. 
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y  =  0.1  x^  =  0.1 

x^  =  —  0.5  +  1/Ö.3495 
-—0.5 
+  0.591 
+  0.091 


2:3  =  —0.5  +  1/0.349613 
=  0.09128 


a-^  = —0.5  +  ^0.3496078 
=  0.091277. 

Aufgabe.  Zwischen  zwei  gleich  hohen  Punkten,  deren  Entfernung  c 
bekannt  ist,  werde  eine  Kette  von  bekannter  Länge  /  aufgehängt.  Man 
soll    die   Gleichung   der    Kettenlinie   finden. 

Die    Gleichung   der    Kettenlinie   hat   die    Form 

X 

y  =  a  C0|  — . 

a 

Der  Wert  von  a  ist  aus  den  Werten  von  c  und  /  zu  berechnen.  Die 
Länge  /  der  Kettenlinie  ist  durch  die  Gleichung  gegeben: 

Z  =  2  a  5ttt  -„-. 
2  a 

c 
Aus  dieser  Gleichung  ist  a  zu  berechnen.     Man  setze  -     =  w,  so 

hat  man: 

-u  =^u +  —  +  -.+•■  • 
c  3L     o! 

oder,  wenn  durch  u  auf  beiden  Seiten  dividiert  wird: 

-  —  1  =  TTT  +  rr  +  •  •  • 
(■  ö\        o ! 

oder 

/  /  \         1      .  1         . 

u2  =  G I      —  1    — —  u*  —  -T^-.r^  u« . 

\c  I       4.0  4.o.b.  / 

Für  den  Fall  einer  einigermaßen  flachjgestreckten  Kette  ist  6  1     —  1  j 

klein.    Man  kann  dann  in  der  beschriebenen  W^eise  den  Wert  von  ii~  und 
daraus  den  Wort  von  a  sehr  rasch  ermitteln. 

Es  sei   z.  B.   c  =  100  w,    /  =  105  w   und   also   6  f     —  1  j  =  0.3. 
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«1^  =       0.3 
Ua'  =       0.3 

—  0.0045 


0.2955 

0.3 

—  0.00437 

—  0.00003 
0.29560 


Da  der  Differentialquotient  der  rechten  Seite  negativ  ist,  so  sind  die 
Näherungswerte  abwechselnd  größer  und  kleiner  als  die  Wurzel  der 
Gleichung.     Nun  hat  man 

log  u^  =  9.47070 

c 
log-—  =  9.73535 
la 

log-^=.  1.69897 


log  a    =  1.96362       a  =  91.96  m. 

Um  zu  beurteilen,  wie  schnell  dies  Verfahren  konvergiert,  hat  man, 
wenn   u^  =  z  geschrieben   wird,   in   der   Gleichung 

ß         \        i  1 

2  =  6 1   — -—  z^  —-—r-r^z"  —  ■  .  • 

\c         /       4.D  4.5.6.7 

die  rechte  Seite  zu  differentiieren.    Ist  in  der  Nähe  des  gesuchten  Wertes 
von  z  der  Differentialquotient 

2  3 


4.5  ^       4.5.6.7  ^" 

absolut  genommen  nicht  größer  als  ein  echter  Bruch  m^  so  vermindert 
sich  der  Fehler  bei  jeder  folgenden  Annäherung  mindestens  auf  den  Bruch- 
teil m  seines  vorigen  Betrages.  Damit  das  Verfahren  schnell  zum  Ziele 
führe,  muß  der  Wert  des  Differentialquotienten  ein  kleiner  echter  Bruch 
sein. 

Es  möge  berechnet  werden,  für  welchen  Wert  von  z  der  Differential- 
quotient   absolut    genommen    gleich    0.1    ist. 

2  3 

Ol  =  —  2  4- ■^  -\-  •  •  ■ 

^         4.5     ^  4.5.6.7      ^ 


oder 

2  =  1 


2.6.7 "'        2.6.7.8.9 
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z,  -        1 
z,  =         1 

-  0.036 

-  0.001 


0.963 

23  =       1 

—  0.033 

—  0.001 


0.966 

Die  nächste  Annäherung  unterscheidet  sich  in  den  hingeschriebenen 

/ 
Stellen  nicht  mehr  von  :;3.  Der  Wert  von  —  ergibt  sich  daraus  gleic^  l.lb9. 

Wenn  also  die  Länge  der  Kette  nicht  mehr  als  etwa  17  Prozent  länger  ist, 
als  die  Entfernung  der  Aufhängungspunkte,  so  vermindert  sich  bei  der 
Berechnung  des  Wertes  a  der  Fehler  von  u"  mit  jedem  Schritte  auf  min- 

l 
destens  ein  Zehntel  seines  vorigen  Betrages.     Bei  dem  Wert  —  =  1.169 

ist  die  Pfeilhöhe  der  Kette  etwa  gleich  dem  vierten  Teil  der  Entfernung 
der  Aufhängungspunkte. 

Mit  Hilfe  von  Tabellen  für  log  5in 'i  kann  die  Rechnung  für  be- 
liebige Werte  von  —  bequem  ausgeführt  werden.  Man  braucht  nur  die 
Gleichung 

-  u  =  J5Ul  II 
c 

in  die  Form   zu  brmgcn: 

log  /  —  log  C  =  log  5itt  U  —  log  II 

und   findet   z.  B.   für   Z  =  25,   c  =  7 

log/  =  1.3979 
log  c  =  0.8451 

~0.5528 
Nun  versucht  man  einzelne  Werte  von  u,  z.  B. 

u  =3  log  Sin  u  =  1.0008 

log  u  —  0.4771 

0.5237  zu  klein 

li  =  3.1  log  Sin  II  =  1.0444 

log  u  =  0.4914  ■ 


0.5530  zu  groß 
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11  =  3.09         log  5in  »  =  1.0400 
log  II  =  0.4900 


0.5500  zu  klein. 

Die  Verminderung  von  log  ^ttt  '^  — log  '^  beträgt  zwdschen  u  =  3.10 
und  u  —  3.09  dreißig  Einheiten  der  vierten  Stelle.  Da  man  in  diesem 
Intervall,  wenn  keine  größere  Genauigkeit  verlangt  wird,  die  Änderung  der 
Änderung  von  n  proportional  setzen  kann,  so  findet  man  demnach 

u  =  3.099 
und  mithin 

a=4-  =  1-130. 
2  n 

Das  auf  S.  52  beschriebene  Newtonsche  Verfahren  zur  Berechnung 
sukzessiver  Näherungen  kann  als  ein  spezieller  Fall  des  hier  betrach- 
teten Iterations-Verfahrens  aufgefaßt  werden.  Eine  Wurzel  der  Gleichung 
/  (.t)  =  0  muß  nämlich  auch  die  Gleichung 

/  {X) 


befriedigen.    Der  Differentialquotient  der  rechten  Seite  ist  gleich 

/  {X)  f"  {X) 

r  [x)  r  [x] 

und  wird  also  in  der  Nähe  einer  einfachen  Wurzel  der  Gleichung  /  (a;)  =  0 
sehr  klein.  Wir  können  daher  mit  Hilfe  eines  Näherungswertes  x^  einen 
besseren  Näherungswert  X2  durch  Einsetzen  von  .Ti  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  finden: 

•■2       ^   ^ 


/'  [x^] 


Dies  ist  nichts  anderes  als  das  Newtonsche  Verfahi'en.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  Annäherung  läßt  sich  nun.  auf  folgende  Weise  über- 
schlagen.    Man  hat  wie  oben: 

X  ~X2  =  (p  {x)~(p  (Ti), 

/  {x) 

wo  X  die  Wurzel  selbst  bedeutet  und  qp  (x)  für  x  — — geschrieben  ist. 

^  /   ix)  "^ 

Nun  ist  nach  dem  Taylorschen  Satze 

(p"{x) 
<p{xi)  —  (p  {x)  =  .99'  (x)  {x^~x)  ^ ^^—  (Xj  —x)~-jr---, 
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/"  ix) 
und  da   a'  (x)  =  0,    <r"  (.r)  =  -— - —   ist,    so  hat  man  in  der   Xälio  der 

/   (-r) 

Wurzel  unter  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer  Ordnung: 

1  /"  ix) 

<p  (.ri)  —  (f  {x)  =  T^YT^  ^^  ~^'^^'- 

Schreibt  man  der  Kürze  halber 

1  /"  ix) 

so  kann  man  bis  auf  den  Betrag  der  Glieder  höherer  Ordnung  genau  setzen 

X  —  x.^  =  m  {x  —  .Ti)- 

—  x-z)  =  [w  {x  — x-i)]- 

[7n  {x—x.^)f  =  [m  (x  —  a-i) J-* 
-^3)?  =  [^«  {x  —  x.2)'Y  =  [m  {x — a-j)]« 
usw. 

Der  Fehler  der  sukzessiven  Näherungen  vermindert  sich  also  pro- 
portional der  2.,  4.,  8.,  16.  .  .  .  Potenz  von  m  {x — x^).  Es  muß  dabei 
m  {x — x^)  absolut  genommen  kleiner  als  1  sein  und  es  müssen  die  ver- 
nachlässigten Glieder  klein  genug  sein,  um  die  Vernachlässigung  zu  recht- 
fertigen. Danach  kann  man  die  Annäherung  an  die  Wurzel  überschlagen. 
So  ist  z.  B.  bei  dem  auf  S.  52  behandelten  Beispiele  etwa  m  =  +  4.5  und 
m  {x  — x■^)  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  0.1.  Daraus  ergibt  sich, 
daß  die  Fehler  der  folgenden  Näherungen  kleiner  sind  als 

1  1  1 

—  O.OL  —0.0001,  -0.00000001  usf. 
m  m  m 

Aus  den  Gleichungen  m  {x — Xo)  =  {m  {x — Xy)\-  usw.  folgt  noch 
eine  Eigentümlichkeit  des  Newtonschen  Verfahrens.  Da  nämlich  hiernach 
tri  {x — arg),  m  {x — Xg)  usw.  alle  positiv  sein  müssen,  so  haben  x — Xo, 
X  — 0:3  usw.  dasselbe  Vorzeichen  wie  m.  Wenn  m  positiv  ist,  so  sind  x^,  x^ 
usw.  alle  kleiner  als  x,  wenn  m  negativ  ist.  dagegen  größer  als  x.  Die  erste 
Annäherung  kann  hingegen  in  beiden  Fällen  sowohl  größer  wio  kleiner 
als  X  sein. 


oder 

m{ 

und  daher 

m  {x  — Xq) 

//?  [x  - 

-Xi)  =  [m  {x 

III.  Abschnitt. 


Niciitlineare  Oleichungeii  mit  mehreren 
Uiibekannten. 


§  9.    Die  Newtonsche  Methode. 

Die  Newtonsche  Methode  läßt  sich  auch  bei  mehreren  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten  durchführen.  Sobald  für  die  Unbekannten 
einigermaßen  genaue  Näherungswerte  bekannt  sind,  kann  man  als  Un- 
bekannte die  Verbesserungen  der  Näherungswerte  einführen  und  kann  die 
gegebenen  Gleichungen,  indem  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  vernach- 
lässigt, als  lineare  Gleichungen  für  diese  Verbesserungen  ansehen.    Es  seien 

f{xy)  =  0 

g  (r  y)  =  o 

zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  x,  y  und  es  seien  x^  yi  Werte,  für 
welche  die  Gleichungen  nahezu  befriedigt  sind,  d.  h.  für  welche  /  [x^yi)  und 
g  (Xj  y-i)  sehr  wenig  von  Null  verschieden  sind.  Setzt  man  nun  x  =  Xi  -\-  h, 
y  —  y^  -\-  k,  so  kann  man  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter 
Ordnung  schreiben: 

f  (xy)  =  f  (-i'i  Vi)  +  /i  ^i  +  f-i  k 
g{xy)  =  g  [x^  yj_)  +  gl  A  +  g.  k, 

wo  /i  und  /o  die  partiellen  Differentialquotienten  von  /  nach  x  und  y  und  gj 
und  g2  die  von  g  bedeuten.  Man  erhält  so  für  h  und  k  die  beiden  linearen 
Gleichungen: 

/i  /i  +  /2  Ä  +  /  (^1  Vi)  =  0 
gl  A  +  ga  A;  +  g  (o^i  i/i)  =  0, 

die  nach  der  oben  beschriebenen  Methode  aufgelöst  werden  können.  Da 
h  und  k  klein  sind,  so  brauchen  die  Koeffizienten  dieser  Gleichungen  nur 
auf  wenige  Stellen  ausgerechnet  zu  werden. 

Geometrisch  gesprochen  sind  die  beiden  Kurven 

f{xy)=0 
g  [xy)  ==0 
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für  die  Punkte  in  der  Nähe  von  Xj^  y^  durch  die  geraden  Linien 

/  U'i  ^i)  +  /i  (^  —  Xj)  +fi{y—  Vt)  =  0 
S  ^^'i  Vi)  +  ?!  (^-  —  a-i)  +  ga  (y  —  Vx)  =  0 
•  rsetzt,  deren  Schnittpunkt  dann  anstatt  des  Schnittpunktes  der  beiden 
Kurven  genommen  wird.   Wenn  es  nötig  ist,  kann  man  dieselbe  Operation 
wiederholen,  indem  man  statt  a'^  y^  die  verbesserten  Werte  x^  -\-  h,yi  -r  k 
nimmt  usf. 

In  manchen  Fällen  sind  Näherungswerte  für  die  beiden  Unbekannten 
schon  von  vornherein  bekannt.  Wenn  z .  B.  auf  See  Länge  und  Breite 
aus  den  beobachteten  Höhenwinkeln  zweier  Gestirne  gefunden  werden 
sollen,  so  ist  man  von  vornherein  durch  die  Loggc-Rechnung  über  den  Ort 
des  Schiffes  ziemlich  gut  unterrichtet.  Es  handelt  sich  nur  darum,  die 
Werte  der  Logge- Rechnung  durch  die  Beobachtung  zu  korrigieren.  Sind 
t^  und  ^2  die  Stunden\\'inkel  zweier  Gestirne  füi*  einen  in  Green  wich  befind- 
lichen Beobachter,  sind  ferner  cp  und  X  die  geographische  Breite  und 
Länge  des  Schiffsortes  (die  Länge  auf  Greenwich  bezogen  und  wie  der 
Stundenwinkel  nach  Osten  negativ,  nach  W^esten  positiv  gerechnet),  sind 
endlich  öj,  d,  die  Deklinationen  und  Äj,  ho  die  durch  Beobachtung  gefunde- 
nen wahren  Höhenwinkel  der  beiden  Gestirne,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  cp  und  X  die  beiden  Gleichungen: 

sin  h^  =  sin  cp  sin  ö^  +  cos  cp  cos  Ö-^  cos  (A  —  l^) 
sin  h.2  =  sin  q)  sin  ^2  +  cos  cp  cos  d.^  cos  (A  —  /2)- 

Denn  das  sphärische  Dreieck,  dessen  drei  Ecken  Pol,  Zenith  und 
Gestü'n  sind,  hat  zu  Seiten  90»  —  cp,  90"  —  ö,  90»  —  h  und  der  Seite 
90° — h  gegenüber  den  Winkel  t  —  )..  Wird  der  Winkel  gegenüber  der 
Seite  90»  —  Ö  (das  Azimut  des  Gestirns)  mit  a  bezeichnet,  und  positiv 
oder  negativ  gerechnet,  je  nachdem *"der  Stundenwinkel  positiv  oder 
negativ  ist,  so  hat  man,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt: 

6  h  Öh 

„ —  =  cos  a,  —-T  =  cos  cp  sin  a. 

0  cp  o  / 

Nun  setze  man  zunächst  für  cp  und  X  die  Näherungswerte  ein  und 
berechne  nach  den  obigen  beiden  Gleichungen  die  zugehörigen  Höhen- 
winkel, die  mit  //i,  //,  bezeichnet  werden  mögen,  während  Ä^  und  h^  die 
durch  die  Beobachtung  gefundenen  Höhenwinkel  bezeichnen.  Sind  nun 
A  (p  und  A  X  die  Verbesserungen  der  Näherungswerte,  so  hat  man,  in- 
dem man  sich  h-^  und  lu  nach  Potenzen  von  A  ^  und  A  X  ent^^^ckelt 
denkt  und  die  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt: 

Äj  —  //i  =  cos  a^Acp-{-  cos  cp  sin  a^  A  X 
ho  — 1/2  =  cos  02  A  9?  +  cos  cp  sin  üo  A  X. 
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Man  kann  die  beiden  Geraden,  die  durch  diese  Gleichung  dargestellt 
werden,  wenn  man  A  <p  und  cos  (p  A  A  als  rechtwinklige  Koordinaten 
auffaßt,  auch  in  die  Seekarte  eintragen  und  ihren  Schnittpunkt  durch 
Zeichnung  finden.  Eine  solche  Gerade  heißt  bei  den  Seeleuten  eine  Stand- 
linie oder  auch  eine  Sumner  Linie  nach  dem  amerikanischen  Kapitän 
Sumner,  der  die  Betrachtung  dieser  Linien  zuerst  einführte.  Auch  eine 
einzige  Höhenbeobachtung  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Standlinie  verwerten. 
Obgleich  aus  einer  einzigen  Höhe  Länge  und  Breite  nicht  berechnet  werden 
können,  so  erfährt  man  wenigstens,  daß  das  Schiff  sich  auf  einer  bestimmten 
Linie  befindet. 

Wenn  die  beiden  Beobachtungen  von  h^  und  h.^  nicht  gleichzeitig 
gemacht  sind,  so  wird  im  allgemeinen  das  Schiff  inzwischen  seinen  Ort  ver- 
ändert haben.  Die  Näherungswerte  von  cp  und  /  werden  dann  für  die 
zweite  Beobachtung  entsprechend  der  Ortsveränderung  des  Schiffes  ge- 
ändert sein.  Die  Gleichungen  für  die  Verbesserungen  A  (p  und  A  A  sind 
ebenso  zu  bilden,  wie  oben.  Die  berechneten  A  (p  und  A  A  geben  dann 
mit  den  ersten  Näherungswerten  von  cp  und  X  die  verbesserte  Länge  und 
Breite  zur  Zeit  der  ersten  Beobachtung  und  mit  den  zweiten  Näherungs- 
werten die  verbesserte  Länge  und  Breite  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung. 

Beispiel.  Am  30.  Oktober  1897  vormittags,  Green  wicher  Zeit: 
29.  Oktober,  18^  56*"  50*^"  wurde  der  Höhenwinkel  des  Sirius  gemessen  und 
nach  Anbringung  der  Korrektionen  wegen  Refraktion  und  Kimmtiefe 
gleich  il^  56'. 5  gefunden.  Die  Loggerechnung  ergab  zur  Zeit  der  Beob- 
achtung 49"  56'  nördlicher  Breite  und  11"  23'. 0  westlicher  Länge. 

Zwanzig  Minuten  später  Greenwicher  Zeit:  19^*  16*"  50**"  wurde  der 
Höhenwinkel  der  Venus  gemessen  und  nach  Anbringung  der  Korrektionen 
gleich  25'^  25'. 6  gefunden.  Das  Schiff  hatte  sich  inzwischen  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit von  etwa  17.5  Knoten  nach  Osten  bewegt,  so  daß  zur  Zeit 
der  zweiten  B^bachtung  nach  der  Logge- Rechnung  die  Breite  dieselbe, 

17.5 

die  Länge  aber =  9'.0  östlicher  geworden  war.     Aus  dem  nauti- 

3  cos  cp 

sehen  Jalirbuch  findet  man  Rektaszension  und  Deklination  der  beiden  Ge- 
stirne zur  Zeit  der  Beobachtung  und  die  Greenwicher  Sternzeit. 

Rektaszension  Deklination      Greenwicher  Sternzeit 

Sirius      6''  40"*  40.6*'"        —  16»  34'  18"        9^^  32*»  15.0'"" 
Venus    12''  43'"  33.5*'"        —   3«     6'     5"        9^  52'»  18.3* 


jsec 


Der  Greenwicher  Stunden winkel  ist  die  Differenz  zwischen  Green- 
wicher Sternzeit  und  der  Rektaszension.  Er  ergibt  sich  für  Sirius  gleich 
2^  51'"  34.4*'"  und  für  Venus  gleich  —  (2-''  51»"  15.2*^-). 

Aus  diesen  Daten  ergibt  sich  für  Sirius  H  =  17**  55.2  und  a  =  148", 
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für  \"enus  //  =  25*^  28'. 4  und  a  =  —  121*^  und  wir  erhalten  fiir  A  9.    und 
A  ?.  die  beiden  Gleichungen: 

—  0.85  A  9,  4-  0.34  A  A     —  1.3  =  0 

—  0.52  a  r^  —0.55  a;.     +2.8  =  0 

—  0.85     +0.34    —1.3  1.6 

—  0.52    —0.55     +2.8    —1.3     A  9^  =  0'.4 

+  0.21     —0.8         03" 


—  0.76     +3.6     A  ;.  =  +  4'.7 

Die  Breite  der  Loggerechnung  muß  demnacli  um  0'.4  nördlicher,  die 
Länge  um  4. 7  westlicher  genommen  werden. 

Man  kann  die  Rechnungauch  ganz  zweckmäßig  in  einer  etwas  anderen 
Weise  anordnen.  Man  rechnet  zuerst  mit  der  durch  Beobachtung  ge- 
wonnenen waliren  Höhe  und  der  durch  die  Loggerechnung  gegebenen 
Breite  die  Länge  aus.  Dazu  wird  die  Gleichung  zwischen  h,  cp,  d,  t  —  A 
in  die  Form  gebracht: 

•2w          IV       sin  I  (s  +  9?— ö)  -sini  (s- <jo  +  ö) 

sm2  |(i  _  ;.    = 

cos  (p  •  cos  0 

wo  z  die  Zenithdistanz  des  Gestirns  bedeutet.  Wenn  man  von  dem  so 
berechneten  Werte  ?.  die  Länge  der  Loggerechnung  abzieht,  so  hat  man 
den  Wert  von  A  /,  der  dem  Wert  A  ^  =  0  entspricht.  W^enn  man  sicli 
nun  die  Gleichung  der  Standiinie  auf  die  Form  gebracht  denkt: 

A  A  =  m  A  7?  +  /^, 

cos  a  .  . 

so  ist  m  = : und  u  ist  gleich  dem  W^ert  von  A  /  für  A  Q^  =  0. 

sm  a  cos  cp 

Mit  der  hinzukommenden   Berechnung  von  a,   wofür  die   Seeleuto 

aber  auch  Tabellen  besitzen,  ist  dann  also  die  Gleichung  der  Standlinie 

gefunden.    Oder  man  kann  auch,  statt  a  zu  berechnen,  die  Rechnung  für 

die  Länge  gleichzeitig  noch  einmal  mit  einem  etwas  anderen  W^^rte  von  cp 

z.  B.  ^  +  10'  ausführen.    Daraus  kann  man  dann  die  Differenz  A  A  finden, 

die  dem  Werte  A  7?  =  10'  entspricht  und  hat  dann  aus  der  Gleichung 

A  A  =  m  A  75  +  jii 

A  /  —  fJ' 


m 


10 


Bei  der  ersten  Art  der  Rechnung  wird  für  die  Standlinie  eine  Tan- 
gente des  geometrischen  Ortes  gesetzt;  bei  der  zweiten  Art  der  Rechnung 
dagegen  eine  Gerade,  die  zwei  benachbarte  Punkte  des  geometrischen  Oites 
miteinander  verbindet.  Bei  der  ersten  Art  ist  die  Rechnung  wohl  etwas 
kürzer.  — 


Q2        m«  Abschnitt.     Nichtlineare  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadratt- 
in  dem  Falle,  wo  die  Fehler -Gleichungen  ursprünglich  nicht  linear  sind, 
die  Rechnung  auf  lineare  Gleichungen  zurückgeführt,  indem  man  die  Ver- 
besserungen von  Näherungswerten  als  die  Unbekannten  betrachtet.  Da 
die  Verbesserungen  klein  sind,  so  kann  man  die  auftretenden  Funktionen 
nach  Potenzen  dieser  Größen  sich  entwickelt  denken,  und  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  vernachlässigen;  dadurch  werden  die  Fehler,  deren 
Quadratsumme  ein  Minimum  werden  soll,  lineare  Funktionen  der  Un- 
bekannten. 


§  10.    Die  Auffindung  der  ersten  Näherungswerte. 

■  Durch.  Elimination  aller  Unbekannten  bis  auf  eine,  kann  man  die 
Auflösung  der  Gleichungen  mit  mehr  als  einer  Unbekannten  auf  solche 
mit  einer  Unbekannten  zurückführen.  Indessen  ist  die  Elimination  in 
vielen  Fällen  so  umständlich  oder  schwierig,  daß  man  sie  zu  vermeiden 
sucht.  Bei  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  kann  man  z.  B.  ver- 
suchen, zur  Auffindung  der  ersten  Näherungswerte  die  Kurven,  welche 
durch  die  Gleichungen  dargestellt  werden,  wenn  man  die  Unbekannten 
etwa  als  rechtwinklige  oder  schiefwinklige  Koordinaten  oder  auch  als 
Polarkoordinaten  auffaßt,  in  grober  Annäherung  zu  zeichnen,  um  zunächst 
über  die  Lage  der  Schnittpunkte  einen  Überblick  zu  gewinnen.  Hat  man 
auf  diese  Weise  für  ein  Wurzel  System  Näherungswerte  gefunden,  so  kann 
man,  wie  früher  schon  gezeigt  wurde,  Verbesserungen  dieser  Näherungs- 
werte berechnen,  indem  man  die  Verbesserungen  als  die  Unbekannten 
einführt  und  nur  die  Glieder  von  der  ersten  Ordnung  beibehält. 

^'''^''''-  4.^  +  9,^=1 

{x~if-\-  (?/— 0.5)2  _  i 

Faßt  man  x  und  y  als  rechtliche  Koordinaten  auf,  so  stellt  die  erste 
Gleichung  eine  Ellipse  dar,  deren  Hauptachsen  in  die  Koordinatenachsen 
fallen  und  die  halben  Längen  |  und  |  haben.  Die  zweite  Gleichung  stellt 
einen  Kreis  dar,  dessen  Mittelpunkt  die  Koordinaten  x  =  l,  y  =  0.5  hat 
und  dessen  Radius  gleich  1  ist.  Eine  oberflächliche  Zeichnung  lelu-t,  daß 
_zwei  reelle  Schnittpunkte  vorhanden  sind.  Der  eine  liegt  nahe  bei  x  —  0, 
y  "=  ^,  der  andere  nahe  bei  x  =  l,  y  =^  — |.  Wir  wollen  die  genaue  Be- 
rechnung des  zweiten  Schnittpunktes  durchführen: 

l.  Näherungswert 

X  y 

0.33         —0.25 

Man  setzt  in  beiden  Gleichungen 
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X  =  0.33  -^h,  ij  =  —0.25  +  /.■ 

und  vernachlässigt  die  Glieder  zweiter  Ordnung 

—  0.0019  +  2.64  /i  —  4.5    k  =  0 
+  0.0114  —  1.34 /i  —  1.50  A  =  0. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  geschieht  am  besten  mit  dem  Rechen- 
schieber in  der  oben  beschriebenen  Weise.  Denn  es  lohnt  sich  nicht,  die 
Verbesserungen  h,  k  sehr  genau  zu  berechnen,  weil  in  den  Gleichungen  ja 
doch  schon  die  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  sind. 


—  0.0019 
+  0.0114 
+  0.0010 

+  2.64        —  4.5 
—  1.34        —1.5 

+  2.28 

k 

+  0.0104 

—  3.78 

=  +  0.00275 

—  0.0019 
—  4.5  A:  =  —0.0124 

h 

—  0.0143 
2.  Näherungswert 

=  +  0.00541 

.T                      y 
0.33541        —0.24 

T2b 

Die  Verbesserun 

gen  ergeben  sich  aus 

den 

Gleichungen 

+  0.000192 

'     +  0.000062 

—            95 

+  2.68  h    —  4.45  k  = 
—  1.33/i     —lÄ9k  = 
+  2.21 
■    —  3.70 

0 
^0 

d  ^ 

157 

=  +  0.000042 
=  —  0.000001 

Die  verbesserten  Werte  sind  mitbin 

X  =       0.335409 
?/  = —0.217208. 

Zur  Kontrolle  mögen  diese  Werte  in  die  beiden  Gleichungen  einge- 
setzt werden.     Es  ergibt  sich 

4  a;2  +  9  2/2  —  1  =  0.00000283 
(:c  —  1  )2  +  {y  _  0.5)2  —  1  =  0.00000097. 

Wollte  man  abermals  Verbesserungen  berechnen,  so  könnte  mau  die 
Koeflizienten  von  h  und  k  aus  den  vorigen  beiden  Gleichungen  beibehaltfn. 
da  die  neuen  Werte  in  den  hingeschriebenen  Stellen  sich  nicht  von  den 
alten  unterscheiden.  Die  Verbesserungen  sind  kleiner  als  eine  Einheit 
der  6ten  Dezimale. 


64       111.  Abschnitt.     Nichtlineare  Gleiehungen  mit  mehieien  Unbekannten. 

Eine  der  beiden  Unbekannten  zu  eliminieren  und  die  resultierende 
Gleichung  vierten  Grades  zu  lösen,  wäre  weitläufiger.  Im  Gegenteil  hat 
man  zur  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  mit  einer 
Unbekannten  auch  wohl  den  Weg  eingeschlagen,  durch  passende  Ein- 
führung einer  zweiten  Unbekannten  die  Aufgabe  auf  die  Berechnung  der 
Schnittpunkte  von  Kurven  zweiten  Grades  zurückzuführen. 

^^^  ax"^  +  bx""  +  cx^  +  dx  -\-  e  =  0 

die  Gleichung  vierten  Grades,  so  kann  man  eine  zweite  Unbekannte  y 

durch  die  Gleichung 

b 
x^  +  --  X  ^y 

definieren  und  dadurch  die  erste  Gleichung  auf  die  Form  bringen: 

/;2 


ay^ 


+  (c  —  y^  j  x^  +  dx  +  e^  0. 


Die  Definitionsgleichung  von  y  stellt,  wenn  man  x  und  y  als  recht- 
winklige Koordinaten  auffaßt,  eine  Parabel  dar,  deren  Achse  der  ?/ -Achse 
parallel   ist   und  deren  Schnittpunkte   mit   der  a;-Achse   bei  a;  =  0  und 

b      . 
a;  =  —  - —  liegen.    Für  die  verschiedenen  Werte  von  a  und  b  bleibt  die 
Ji  o. 

Parabel  sich  immer  kongruent.  Wenn  man  also  auf  durchsichtigem 
Papier  die  Parabel  x^  =  y  ein  für  allemal  aufzeichnet,  so  braucht  man 
sie  nur  entprechend  den  Werten  von  a  und  b  an  iln-e  Stelle  zu  schieben. 
Die  zweite  Gleichung  stellt  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  dar,  wenn  sie 
überhaupt  für  reelle  Werte  von  x  und  y  zu  befriedigen  ist.  Der  Mittel- 
punkt liegt  auf  der  a;-Achse  bei 

2ad 
^^  ^  b-  —  4  a  c 
Beispiel : 

x^  -\-'2x^  —o  x'^  +  3  a;  —  7  =  0. 

An  die  Stelle  der  einen  Gleichung  treten  die  beiden 

x^  -\-  X  =  y 
yi  —  6  a;2  +  3  a;  —  7  =  0. 

Die  zweite  Gleichung  werde  auf  die  Form  gebracht: 

2/2  —  6  (a;  —  0.25)2  —  6.625  =  0. 
Sie  stellt  eine  Hyperbel  dar  mit  den  beiden  Asymptoten 

y  = -i- /6(a;— 0.25) 
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Die  beiden  Scheitelpunkte  liegen  auf  beiden  Seiten  der  x-Achse  im 
Abstand  \  6.625. 

Eine  oberflächliche  Zeichnung  lehrt  sofort,  daß  nur  zwei  Schnitt- 
punkte vorhanden  sind.  Die  Abszisse  des  einen  ist  nahe  bei  o;  =  +  1.6. 
Der  andere  Schnittpunkt  liegt  in  einem  Teil  der  Hyperbel,  wo  sie  sich 
schon  einigermaßen  an  die  Asymptote 

y  =  — 1/6  (a— 0.25) 
anschmiegt.    Der  entferntere  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Parabel 
x^  -\-  X  ==  y  hat  nahezu  die  Abszisse  — 3.6.    Mit  diesen  beiden  Näherungs- 
werten kehrt  man  nun  am  besten  zu  der  Gleichung  vierten  Grades  zurück 
und  wendet  das  Newtonsche  Verfahren  an.  Man  findet  die  genaueren  Werte 

x=  +  1.61338 
x  =  —3.70545. 
Es  lohnt  sich  nicht,  für  die  Kurven  mehr  als  eine  oberflächliche 
Zeichnung  zu  machen.  Denn  sobald  es  sich  um  genauere  Werte  handelt, 
ist  die  Rechnung  sehr  viel  schneller  ausgeführt  als  eine  sorgfältige  Zeich- 
nung in  größerem  Maßstabe.  Für  eine  erste  Übersicht  kann  dagegen  eine 
Zeichnung  gute  Dienste  leisten. 

Bei  der  Aufzeichnung  der  Kurven  ist  es  bisweilen  empfehlenswert, 
andere  Veränderliche  einzuführen. 

So  würde  man  z.  B.  eine  Gleichung 

a  x'  y'  -\-bxUf  =  i, 
durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen 

^^x'y' 

71  =x^  y", 
indem  man  ^  und  rj  als  rechtwinklige.  Koordinaten   auffaßt,    durch  die 
gerade  Linie 

a^  +  hrj  =  i 

darstellen  können.     Zu  jedem  Wertepaar  |,  rj  gehören  dann  die  Werte 

1 

1 

y  =  {^-' fy-", 
die  man  logarithniisch  zuberechnen  haben  würde,  es  sei  denn,  daß  man  auch 
in  der  zweiten  Gleichung  die  Veränderlichen!  und  rj  zweckmäßig  einführen 
könnte. — Oft  kann  man  die  Logarithmen  der  Veränderlichen  mit  Vorteil  statt 
der  Veränderlichen  einführen,  wovon  im  nächsten  Paragraphen  die  Rede  ist. 
Die  von  C.  F.  Gauß*)  erwähnte  Aufgabe  der  SchifTahrtskunde  läßt 
sich  zweckmäßig  in  ähnlicher  Weise  behandeln.    An  drei  Punkten  (1),  (2), 

*)  Gauß,  Werke  Bd.  IV  S.  407. 

Kunge,  PraxiH  der  Uleichiin^jen.  " 
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(3),  welche  in  einer  geraden  Linie  1  und  in  bekannten  Abständen  vonein- 
ander, A  von  (1)  nach  (2),  B  von  (2)  nach  (3)  liegen,  sind  die  Winkel  d-,  •&', 
■&"  zwischen  zwei  Zielpunkten  (4),  (5),  deren  gegenseitiger  Abstand  =  2  f 
ebenfalls  bekannt  ist,  gemessen;  man  verlangt  die  Lage  der  drei  ersteren 
Punkte  gegen  die  beiden  letzteren.  Die  drei  Winkel  ?^,  ^',  -&"  bestimmen 
drei  Kreisbögen  als  geometrische  Örter  für  die  Punkte  (1)  (2)  (3).  Die  Kreis- 

c  c 

bögen  verbinden  die  Punkte  (4)  und  (5)  und  haben  die  Radien  - — r,  -. — ~„ 

sm  ir  ^m  IT 

c  _ 

Zeichnet  man  sich  diese  drei  Kreisbögen  auf  und  merkt  auf  dem 


sin  d-" 

gerade  abgeschnittenen  Rande  eines  Papier  Streifens  die  gegenseitige  Lage 
der  drei  Punkte  (1)  (2)  (3)  an,  so  ist  durch  Hin-  und  Herschieben  schnell 
eine  Lage  des  Papier  Streifens  gefunden,  für  welche  die  drei  Punkte  auf 
die  zugehörigen  Bögen  fallen.  Es  sind  offenbar  je  zwei  Lagen  möglich, 
symmetrisch  zu  der  Geraden,  welche  die  Verbindungslinie  von  (4)  und  (5) 
senkrecht  halbiert.  Sie  unterscheiden  sich  dadurch,  daß  die  Punkte  (4) 
und{5)  in  der  einen  Lage  zu  der  Richtung  1,2,3  anders  liegen  als  in  derandern. 
Handelt  es  sich  um  größere  Genauigkeit,  so  wird  die  Zeichnung  nicht 
ausreichen.  Man  kann  dann  aber  die  durch  die  Zeichnung  gefundenen 
Werte  durch  Rechnung  verbessern.  Als  Unbekannte  mögen  eingeführt 
werden  erstens  die  Koordinaten  des  Punktes  (2)  und  zweitens  der  Rich- 
tungswinkel der  Richtung  1  2  3,  d.  i.  der  Winkel,  den  diese  Richtung  mit 
der  Riclitung  der  positiven  a; -Achse  macht,  gemessen  von  der  positiven 
a; -Achse  aus  in  dem  Drehungssinn,  der  durch  90**  zur  positiven  ?/ -Achse 
führt.     Die  Koordinaten  der  Punkte  (1)  (2)  (3)  sind  alsdann 

(1 )  :  X  —  A  cos  99,  y  —  ^  sin  9? 

(2)  :  X  y 

(3)  :  .T  +  jB  cos  cp,  y  -\-  B  sin  99. 

Werden  die  Koordinaten  des  Punktes  (4)   mit  p,  q,   diejenigen  von 

(5)  mit  /•  und  s  bezeichnet,  so  erhalten  wir  für  die  drei  Unbekannten  die 

Gleichungen 

(1  —  w  4-  ^  sin  09  .V  —  2/  +  ^  sin  09 

arc  tg ^-^^-- -^  —  arc  tg ^—-— -^   =  ^9  *) 

p  —  .r  +  A  cos  99  /■  —  X  +  A  cos  99 

arc  tg —  arc  tg =  ü 

p  —  X  r  —  X 

q  —  w  —  5  sin  99  s  —  y  —  i?  sin  99 

arctg^'^ ^  — arctg ^  =  d" . 

p  —X  - —  B  cos  99  /■  —  X  —  B  cos  99 


*)  Unter  &  ist  hier,  wie  die  linke  Seite  der  Gleichung  angibt,  die  Drehung 
verstanden,  die  von  der  Richtung  15  in  die  Richtung  14  führt  und  je  nach  dem 
Drehungssinn  positiv  oder  negativ  gerechnet  wird.    Das  Analoge  gilt  von  i}'  und  tV". 
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Diese  drei  Gleichungen  werden  durch  die  mit  Hilfe  der  Zeichnung 
gefundenen  Werte  von  x,  y,  cp  im  allgemeinen  nicht  genau  befriedigt. 
Die  Differenzen  der  linken  und  rechten  Seiten  mögen  mit  e,  e\  e"  be- 
zeichnet werden.  Sind  nun  d  x,  dy,  d  (p  die  Verbesserungen  der  ge- 
fundenen Werte  und  vernachlässigt  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
in  dx,  dy,  d  rp,  so  ergeben  sich  für  diese  Verbesserungen  die  drei  line- 
aren Gleichungen: 

a   {dx  -{-  A  sin  99  d  (p)  —  b    {d  y  —  .4  cos  cp  d  cp)  -\-  e    =0 

a'  dx  —  l^'  dy                                -|-  e'  =  0 

a" {dx  —  B  sin  (p  d  cp)  —  // ' ((/ y  -\-  B  cos  (^  f/  99)  -f  e"  =  0, 
wo 

sin  (14)  sin  (15)              cos  (14)       cos  (15) 

"    ^  ~U  ~l5~'  ^    ^       14                15^ 

sin  (24)  sin  (25)      ,        cos  (24)      cos  (25) 

24  25     '                 24                25 

sin  (34)  sin  (35)      ,^       cos  (34)      cos  (35) 

""  ^~34  35^'  '''^~34~           35~- 

Dabei  ist  (14),  (24)  etc.  .  .  geschrieben  für  den  Richtungswinkel  der 
Richtung  vom  Punkte  (1)  zum  Punkte  (4)  etc.  und  14,  24  etc.  für  die  Ent- 
fernung zwischen  den  Punkten   (1)  und  (4)  etc. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  verbesserten  Werte  x  +  d  x,  y  -\-  d  y, 
(p  -\-  d  (p  gefunden  sind,  berechnet  man  zur  Kontrolle  noch  einmal  die 
Winkel  415,  425,  435.  Ergeben  sie  sich  noch  immer  nicht  ganz  gleich 
■&,  -&',  ??",  so  berechnet  man  noch  einmal  Verbesserungen  d  x,  d  y,  d  (p. 
wobei  aber  e,  e',  e"  zu  ersetzen  sind  durch  die  zuletzt  gefundenen  Ab- 
weichungen von  ^,  ■&',  ■&". 


§  11.    Einführung  neuer  Veränderlicher. 

Oft  kann  es  vorteilhaft  sein,  statt  der  ursprünglichen  Unbekannten 
andere  einzuführen.  So  wird  z.  B.  der  Zusammenhang  zwischen  dem 
Druck  p  und  dem  Volumen  c  eines  idealen  Gases  bei  adiabatischer  Zu - 
standsänderung,  d.  h.  bei  einer  solchen  Änderung,  bei  der  weder  Wärme 
zugeführt  noch  abgeführt  wird,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

p  .  i}r  =  a 

ausgedrückt,   wo   y  und   a   Konstanten   bedeuten.      Führt  man   hier   die 
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Logarithmen  von  p  und  von  c  ein  und  schreibt  log  v  =  x,  log  p  =  y,  so 
erhält  man 

y  =  ~y  --i'  +  log«. 

Zwischen  x  und  y  besteht  also  eine  lineare  Gleichung,  die  sowohl 
für  die  Rechnung  wie  für  die  graphische  Darstellung  bequemer  ist  als  die 
ursprüngliche  Form. 

Die  Energie  J  der  Strahlung  eines  absolut  schwarzen  Körpers  ist 
als  Funktion  der  Wellenlänge  /  und  der  absoluten  Temperatur  'd  durch 
die  Formel 

J  =  a  A-^e"^ 

dai'stellbai-,  wo  a  und  h  Konstante  bedeuten  und  e  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  ist.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  wdr  uns  auf  einen  solchen 
Bereich  der  Wellenlängen  und  Temperaturen  beschränken,  wo  X  &  einiger- 
maßen klein  gegen  b  ist. 

Führt  man  hier  als  neue  Veränderliche  die  Größen  ein: 

log  A  =  a; 
1 

1^  =  -^ 
log  J  =  z, 
so  hat  man: 

z  =  —  5  .r  —  /j  .  log  e  •  ?/  +  log  a, 

d.  h.  es  wird  :;  eine  lineare  Funktion  von  x  und  y.  Für  gegebene 
Werte  von  A  und  •&  lassen  sich  die  Werte  von  x  und  y  unmittelbar  be- 
reehnen;  aber  auch  umgekehrt   findet  man  aus  x  und  y  die  Werte  von 

1 
?.  und  &,  indem  man  zuerst  /  aus  x  berechnet  und  dann  ß  = ——  hat. 

/^  y 

Sind  z.  B.  für  die  Wertsysteme  /i  d-^  und  Ao  d^^  die  Strahlungs- 
Energien  J^  und  7-2  gemessen  worden,  und  sollen  nun  daraus  die  beiden 
Konstanten  a  und  h  berechnet  werden,  so  berechne  man  Xy  y-^  z^  und  Xo  y^  H 
und  schreibe  loga  =  .4,  h  log  e  =  B.  Dann  hat  man  für  A  und  B  die 
beiden  linearen  Gleichungen 

A  —  B  yj  —  ö  Xi  —  2i  =  0 

A  ■ —  B  y2- —  5  Xo  —  Z2  =  0. 

Sollen  A  und  B  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus  den 
Beobachtungen  der  Energie  für  mehr  als  zwei  Wertepaare  A,  ^  berechnet 
werden,  so  ist  zu  berücksichtigen,  daß,  wenn  die  verschiedenen  Beträge 
der  Energie  mit  gleicher  wahrscheinlicher  Genauigkeit  beobachtet  sind, 
die  Fehler   der   entsprechenden  Werte  von  z  ungleiche  wahrscheinliche 


i;  3  2.     Das  Veifabren  der  Iteration.  (39 

Genauigkeit  haben.    Denn  da  log  J  =  z,  so  hat  man  log  f  •        =  dz.   Man 

muß  also  einen  Fehler  von  ;:  mit  dem  betrefTcndon  Werte  von  J  multi- 
plizieren, damit  der  Fehler  des  Produktes  immer  die  gleiche  Wahrschein- 
lichkeit habe.     So  ist  daher,  wenn 

die  Fehlergleichungen  sind,  nicht  die  Summe  der  Quadrate  der  e^.,  sondern 
die  Summe  der  Quadrate  von  J^  tv  zu  einem  Minimum  zu  machen  oder, 
wie  es  nach  Gauß  heil.U,  der  Fehler  e^  muß  das  Ge%vicht  Jl  erhalten. 


§  12.    Das  y erfahren  der  Iteration. 

Ein  anderes  Verfahren,  nach  und  nach  immer  genauere  Werte  der 
Unbekannten  zu  finden,  läßt  sich  ähnlich  wie  bei  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten  anwenden,  wenn  die  Gleichungen  auf  die  Form  gebracht 
werden : 

X  =-  (f  {xy) 
!/  =  v^ixy), 
und  wenn  dabei   (p  und    if  nur  langsam   mit  .c  und  y  veränderlich  sind. 
Bezeichnen  nämlich  a  und  b  Näherungswerte  für  die  gesuchten  Unbe- 
kannten X  und  ?/,   so  wird  ein  besseres  Paar  von  Näherungswerten  a^  b^ 
gefunden,  indem  man  a  und  b  auf  den  rechten  Seiten  einsetzt. 

b,  =  fpia.b). 

Mit  «1,  bi  kann  man  dann  ebenso  verfahren  und  ein  drittes  Werte- 
paar a^b.,  berechnen  und  damit  so  lange  fortfahren,  bis  schließlich  kein 
wesentlicher  Unterschied  mehr  zwischen  den  aufeinanderfolgenden  Werte- 
paaren besteht.  Man  überzeugt  sich  in  der  folgenden  Weise  davon,  in- 
wiefern die  Näherungswerte  immer  bessere  werden.  Bezeichnen  nämlich  x 
und  y  die  Unbekannten  selbst,  so  ergibt  sich  durch  Subtraktion  der  beiden 
Gleichungen: 

X   ^  (p  {xy) 

«1  =-  (p  {a  b) 
die  Gleichung: 

X  —  r/i  =  qj  {x  y)       (f  (a  b) 

und  in  analoger  Weise 

//  —bi=  xp{xy)     -  if{ab). 
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Man  kann  nun  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatz  die  rechten  Seiten 
umformen  und  schreiben 

X  —  öl  =  ffi  {x  —  a)  -\-  cp.2  {y  ■ —  b) 
y~h  =  ipiix  ~a)  +  xpiiy  —h), 

wo  9)1  und  ipi  die  partiellen  Ableitungen  nach  :r,  cp^  und  ^2  diejenigen 
nach  y  bedeuten.  Die  partiellen  Ableitungen  haben  wir  uns  für  Werte 
der  Veränderlichen  genommen  zu  denken,  die  zwischen  a  und  x  und 
zwischen  b  und  y  liegen.  Für  die  absoluten  Beträge  \x  — aj  |,  \y  — b-^\ 
usw.  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

\x~a^\^\tfi\-\x  —a\  -^\(p.^\  ■\y  ~b\ 
\y-b^\^\ipA-\x-a\  +  1^2!  •\y-b\ 

und  daraus  durch  Addition: 

\x  —  a^\  +  \y-~b^\^{\(f^\-\-\iij^\)-\x~a\ 

+  i\^2\  +\  ^2\)-\y~b\. 

Sind   nun    |  ^i  |  +  !  J/^i  1    und    1  ^2  1  +  1  H^2  1    nicht    größer    als    ein 
echter  Bruch  m,  so  ist 

1  -^  —  «1 1  ■^\y  —  bi\^m{\x  —  a\  ^-\y  —  b\) 

und  folglich  wird  man  dem  gesuchten  Wertsystem  a',  y  bei  fortgesetzter 
Rechnung  beliebig  nahekommen.     Nach  ?i- Schritten  hat  man: 

\x~an\  +  \y—bn\^m''{\x~a\  -^\y  —  h\). 

Dieselben    Betrachtungen   lassen    sich   auch   auf   Gleichungen   mit 
beliebig  vielen  Veränderlichen  ausdehnen. 


X  =  i  {x,  y,z. . 

■  ^^') 

y  =  g  {x^  2/,  2  . . 

.  KV) 

KV  =  k  {x,  y,  z  . 

.  .  iv) 

Sobald  die  rechten  Seiten  sich  nur  langsam  mit  den  Größen  x,  y,  z  .  .  .10 
ändern,  kann  man  aus  einem  System  von  Näherungswerten  ein  besseres 
dadurch  ableiten,  daß  man  das  erste  in  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
einsetzt. 


§  13.    Anwendimg  auf  lineare  Gleichungen. 

Auch  bei  linearen  Gleichungen  läßt  sich  das  Verfahren  der  Iteration 
bisweilen  mit  Vorteil  verwenden. 


§  13.     Anwendunj^  auf  lineare  Gleichungen. 
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Es  seien  z.  B.  die  drei  linearen  Gleichungen  zu  lösen: 

3  a;  +  0.03  y  +  0.06  z  =  12 
—  O.Ol  X  +       by—  0.02  z  =  10 
0.02  X  +  0.02  y—       4  2  =  8. 

In  der  ersten  Gleichung  sind  y  und  z  mit  kleinen  Koeffizienten  multi- 
pliziert.   Schreibt  man  daher  die  Gleichung  in  der  Form 

X  =  4  —  O.Ol  y  —  0.02  2, 

so  ändert  sich  die  rechte  Seite  nur  langsam  mit  y  und  z.  Das  Analoge  gilt 
von  den  andern  beiden  Gleichungen,  wenn  sie  in  der  Form  geschrieben 
werden : 

y=       2  +  0.002  a: +  0.004  2 

2  =  —  2  +  0.005  X  +  0.005  y. 

Man  gehe  von  den   Näherungswerten   x  = 


1.  Näherungswert 
2 

3. 


X 

+  4 
+  4.02 
+  4.0194 
usw. 


y 

+  2 

+  2 


y  =  2,  z  —  —  2  aus. 

-_2 
—  1.97 


2.00016     — 1.9699 


Man  kann  die  Rechnung  auch  so  ausführen,  daß  man  die  Gleichun- 
gen aufstellt  zwischen  den  Verbesserungen,  die  von  einem  System  von 
Näherungswerten  zum  nächsten  führen.  Sind  av  yr  ^r  die  Näherungswerte, 
die  sich  nach  r-Schritten  ergeben,  so  ist 

av  +  i— av=— O.Ol    (^/^  —  ?/,  _  ^ )  —  0.02    (2,  —  2,_,) 

Vr  +  l—Vr  =   +  0.002  {Xr~Xr_-,)  +  0.004  (2,  — 2,_i) 

Zr+v—'-r=  +  0.005  (a:,  —  a:,_i)  + 0.005  (y,  — .y,_i). 


r 

^V  + 1       ^V 

-        Ur+l—yr 

^f+1          ^r 

0 
1 

2 

+  0.02 
—  0.0006 
0.00000 

0 
+  0.00016 
0.00000 

+  0.03 
+  0.00010 
+  0.00000 

Für  /•  =  1  ergeben  sich  hiernach  schon  die  ersten  5  Dezimalen  richtig. 

;/.,  —  ij^  =  0.00016      2, 
2/0  =  2 


a„  =  0.01940 


;„  =  +  0.03010 


4.01940 


2.00016 


—  1.96990. 


Die  Rechnung  kann  manchmal  mit  Vorteil  auf  noch  etwas  anderem 
Wege  ausgeführt  werden,  der  besonders  für  die  Gleichungen,  die  bei  der 
Anwendung  der  Methode  der  klfinstenQuadrate  auftreten,  vorzuziehen  ist. 
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Sind 

ciiX  -\-  b^y  -\-  (\  z  +  (I-^  =0 

«3  ^  +  *3  2/  +   ^3  3  +  f^3  =  0 

die  gegebenen  Gleichungen  und  sind  .Xj,  y^,  z^  Näherungswerte  der  Unbe- 
kannten, so  setzen  \w  die  Unbekannten  x,  y,  z  selbst  gleich  x^  +  h,  y^  +  k, 
Zj  +  /.  Dann  werden  die  neuen  Unbekannten  h,  A",  /  den  Gleichungen 
genügen : 

Ol  h  -{-  b^k  +  c\l  -h  dl  =  0 
«2  /?  +62^-  +  r'2  /  +  f/2  =  0 
03  A  +  63  A-  +  f  3  /  +  f/.3  =  0. 
Die  Koeffizienten  a^,  i^  etc.  bleiben  also  dieselben,    nur  die  Glieder 
dl,  d.2,  f/3  sind   andere  geworden  und  zwar  ist 

rfl  =  f/j  +  tti  .Ti  +  *i  V/i  +  Ci  Si 
f/2  =  f/o  +  «2  .Ti  +  Öo  ?/l  +  ^2  Zi 
^3  =  f^3  +  Ö3  ^'^'l  +  ^>3  Vi  +  C3  -1- 

Man  braucht  also  nur  diese  zu  berechnen,  um  die  Gleichungen,  denen 
h,  A,  /  genügen,  zu  erhalten.  Wenn  man  nun  irgendein  Prinzip  hat,  für 
die  Gleichungen  in  ihrer  ersten  Form  Näherungswerte  i\,  y^,  z^  der  Unbe- 
kannten X,  y,  z  zu  finden,  so  kann  man  dasselbe  Prinzip  auf  die  Gleichungen 
in  ihrer  zweiten  Form  anwenden.  Sind  Aj,  A^,  l^  Näherungswerte  der  Un- 
bekannten A,  A,  /,  so  setzt  man  wieder  h  =  A^  +  u,  A  =  A^  +  p,  /  =  /j  +  w 
und  leitet  für  u,  v,  w  neue  Gleichungen  ab,  bei  denen  wieder  nur  die  von 
w,  c',  M'  unabhängigen  Glieder  neu  berechnet  zu  werden  brauchen  usw.  Sind 
die  Näherungswerte  gut,  so  müssen  die  von  den  Unbekannten  unabhängi- 
gen Glieder  fortgesetzt  kleiner  und  kleiner  werden  und  damit  werden  auch 
die  jedesmaligen  Verbesserungen  kleiner  und  kleiner.  Man  braucht  nun 
bei  der  Rechnung  die  unverändert  bleibenden  Koeffizienten  nicht  wieder 
hinzuschreiben,  sondern  hat  nur  nötig,  außer  der  Berechnung  der  Größen 
dl  do,  f/3  usw.  über  die  Näherungswerte  Buch  zu  führen,  deren  Summen 
dann  die  gesuchten  Werte  schließlich  mit  jeder  gewünschten  Genauigkeit 
geben.  Sind  z.  B.  die  Koeffizienten  a^,  öo,  C3  gegen  die  Koeffizienten 
^1,  Ci,  tta,  Co,  a3,  b^  groß,  so  kann  man  in  dem  ersten  System  die  Näherungs- 
werte Xi,  y-i,  z-i  so  wählen,  daß 

öl  Xi  +  f/i,    b.^  2/1   -f  (/o,    f3  Zi  +  f/3 

kleine  Werte  erhalten.  Ebenso  nimmt  man  dann  im  zweiten  System  die 
Näherungen  A^.  A^,  l^,  so  daß 
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T6 


klein  werden  usw. 

Das  oben  auf  anderem  Wege  behandelte   Beispiel  würde  sich  auf 
folgende  Weise  berechnen  lassen: 

3  a-  +  0.03  7j  +  U.U6  c  —  12  =  0 

—  0.01a:+       5y— 0.02  z  — 10  =  0 

0.02  X  +  0.02  ?/  —      4  c  —   8  =  0. 


d^ 

(/, 

d. 

X 

y 

- 

—  12 

+  12 
+  0.06 

—  0.12 

—  10 

—  1.04 
+  10 

+  0.04 

—  8 
+  0.08 
+  0.04 

+  8 

'  +  i 

+  2 

—  2 

—  0.06 

+  0.06 
+  0.0018 

0 

—  0.0002 

—  0.0006 

+  0.12 
+  0.0004 
—  0.12 

+  0.02 

■ 

0 

+  0.03 

+  0.0018 
—  0.0018 
+  0.0000048 
+  0.000006 

—  0.0008 
+  0.000006 
+  0.0008 

—  0.000002 

+  0.0004   il— 0.0006 

—  0.000012  ' 
+  0.0000032 

—  0.0004 

+  0.00016:+ 0.0001 

+  0.0000108 

+  0.000004 

—  0.0000088: 

1 

1 

Summe: 

+  4.0194 

^  2.00016 

—  1.9699 

Unter  dem  ersten  horizontalen  Strich  stehen  links  die  Zahlen  —  12, 
— 10,  —  8,  rechts  die  ersten  Näherungswerte  a"i  =  +  4,  ?/i  =  +  2, 
Zi  =  —  2.  Dann  folgen  links  in  der  nächsten  Reihe  die  Werte  von  Oj,  Xi, 
«2  a^i,  «3  .Tj,  in  der  folgenden  Reihe  die  Werte  von  b^  y^,  bo  y^,  b^  y^  und  in 
der  dann  folgenden  die  Werte  von  Cy  z^,  c^  s^,  c^  z^.  Unter  dem  zweiten 
horizontalen  Strich  stehen  links  die  Summen  il^  =  — 0.06,  f/g  =  0,  (/s  — 
+  0.12.  Das  sind  zugleich  die  Werte,  welche  die  linken  Seiten  der  di'ei 
Gleichungen  für  x  =  x^.,  y  =  yi,  z  =  z^  annehmen.  Rechts  stehen  dann 
die  Werte  Ä^,  /Ci,  l^  usw.  Unter  dem  dritten  horizontalen  Strich  stehen 
links  die  Zahlen  +0.0018,  —0.0008,  +0.0004.  Das  sind  die  Werte, 
welche  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  in  Ä,  A',  /  für  Ä  =  Äj,  k  =  A^, 
/  =  /j  annehmen,  oder  welche  .die  link<;n  Seiten  der  ersten  Gleichungen 
für  x  =  a;i  +  Äi,  2/  =  2/1  +  Aj,  z  ^=  z^-^-  l^  annehmen.  Unter  dem  vierten 
horizontalen  Strich  stehen  die  Werte,  welche  die  linken  Seiten  der  ersten 
Gleichungen  für  x  =  a-^  +  Ä^  +  Wj,  y  =  y^^  -\-  k^  +  t'i,  2  =  c^  +  /j  +  w^ 
annehmen. 
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'  Wenn  die  Werte  fZj  d^  d^  beobachtete  Größen  sind,  von  denen  man 
annimmt,  daß  sie  mit  einem  gewissen  Fehler  behaftet  sein  können,  so 
wird  man  die  Annäherung  nur  etwa  so  weit  treiben,  bis  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  unter  den  Fehler  von  c^^,  dg)  ^3  herabgedrückt  sind.  Denn 
dann  würden  bei  dem  Spielraum,  der  für  die  walu-en  Werte  von  d-^  d^  d^ 
zugelassen  ist,  die  Werte  der  linken  Seiten  in  W^alirheit  schon  Null  sein 
können.  Es  würde  daher  keinen  Sinn  haben,  die  Annäherung  viel  weiter 
zu  treiben. 

Wenn  die  Koeffizienten  h-^  Cj,  a^  c^-,  «3  ^3  nicht  klein  sind  gegen 
Aj,  ^25  ^3»  so  kann  man  zunächst  dadurch,  daß  man  eine  Gleichung  mit 
einem  geeigneten  Faktor  multipliziert,  von  den  andern  abzieht,  und  da- 
durch, daß  man  neue  Veränderliche  einführt,  die  betreffenden  Koeffizienten 
herabdrücken,  ehe  man  das  eben  beschriebene  Verfahren  anwendet. 

Z.  B.  3.45  X  —  1.22  ij  +  2.73  z  +  10.23  =  0 

1.78  a;  +  5-16?/  — 1.35  2—   5.33=  0 
2.31  X  —  2.73  y  +  4.71  z  +    9.54  =  0. 

Statt  X  werde  die  Veränderliche  x'  =  a;  —  0.3  y  +  0.8  z  eingeführt. 
Dadurch  gehen  die  Gleichungen  über  in: 

3.45  x'  —  0.185  ?/  —  0.030  z  +  10.23  =  0 
1.78  x'  +  5.694  y—  2.774  z  —  5.33  =  0 
2.31  x'  —  2.037  y  +  2.862  z  +    9.54  =  0. 

Jetzt  werde  die  erste  Gleichung  erst  mit  0.5  multipliziert  und  von 
der  zweiten  Gleichung  abgezogen  und  dann  mit  0.7  multipliziert  und  von 
der  dritten  Gleichung  abgezogen.    Dadurch  gehen  die  Gleichungen  über  in: 

3.45    x'  —0.185    2/  —0.030  s  +  10.23    =  0 
0.055  x'  +  5.7865  y  —  2.759  z  —  10.445  =  0 

—  0.105  x'  —  1.9075  y  +  2.883  z  +    2.379  =  0. 

Auf  diese  Weise  sind  die  Koeffizienten  der  Unbekannten  in  der  ersten 
Reihe  und  in  der  ersten  Kolonne  herabgedrückt.  In  ähnlicher  Weise  wird 
nun  auch  der  Koeffizient  von  z  in  der  zweiten  Gleichung  und  der  Koeffizient 
von  y  in  der  dritten  Gleichung  vermindert.  Zu  der  zweiten  Gleichung 
addieren  wir  die  dritte.     Das  gibt: 

3.45    a;'— 0.185    y  —  0.030  2  +  10.23    =0 

—  0.05    a;'  + 3.879    ?/  + 0.124  z—   8.066  =  0 

—  0.105  x'  —  1.9075  y  +  2.883  2  +    2.379  =  0. 

Endlich  führen  wir  statt  z  die  neue  Veränderliche  z'  =  2  — 0.7  ?/  ein 
und  erhalten  somit: 
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3.45    x'  —  0.200    ij  —  0.030  z'  +  10.23    =  0 

—  0.05    x'  +  3.9658  y  +  0.124  z'  —    8.066  =  0 

—  0.105  x'  —  0.1106  u  +  2.883  z'  +    2.379  =  0. 

Jetzt  kann  das  oben  beschriebene  Verfahren  mit  Vorteil  angewendet 
werden : 

i  x'       \         y'        \       z' 


-  10.23 

—  8.066 

+  2.379 

—  3 

+  2 

—  0.8 

— 10.35 

+  0.15 

+  0.315 

—  0.412 

-r  7.9316 

—  0.2212  .  1 

+  0.024 

—  0.0992 

—  2.3064 

—  0.508 

—  0.0836 

+  0.1664 

+  0.2 

+  0.02 

—  0.05 

+  0.690 

—  0.010 

—  0.0210 

—  0.00412 

+  0.079316 

—  0.002212 

+  0.0015 

—  0.0062 

—  0.14415 

' 

+  0.17938 

—  0.020484 

—  0.000962 

—  0.05 

—  0.1725 

+  0.0025' 

+  0.00525 

+  0.00688 

—  0.017984 

+  0.004288  1 

+  0.004 

—  0.000824 

+  0.0158632 

—  0.0004424  1 

+  0.006056 

—  0.0021208 

-f  0.0038456 

Bei  den  letzten  beiden  Schritten  ist  nur  je  eine  der  Unbekannten 
geändert  worden.  Das  kann  mitunter  zweckmäßig  sein,  wenn  die  von 
dieser  Unbekannten  in  den  andern  Kolonnen  herrührenden  Produkte 
erheblich  sind.  Beim  vorletzten  Schritt  z.  B.  ist  das  Glied,  das  in  der 
dritten  Kolonne  vom  Näherungswert  — 0.05  herrührt,  gleich  +0.00525, 
überwiegt  also  das  ursprüngliche  Glied  — 0.000962.  Es  würde  also  keinen 
Zweck  gehabt  haben,  aus  diesem  einen  Näherungswert  in  der  Kolonne  z' 
abzuleiten. 


x' 

y'     , 

2' 

+  0.006056 

—  0.00690 

—  0.000103 
+  0.00003 

—  0.0021208 
+  0.000 10 
+  0.0019829 

—  0.000124 

+  0.0038456  1  —  0.002 
+  0.00021 

—  0.0000553  ! 

—  0.002883  1 

—  0.0005 

—  0.001 

-0.000017 
-r  0.001035 
+  0.000012 

—  0.0001619 

—  0.000015 

—  0.0000496 

+  0.0011173^ 

—  0.0000315 

—  0.0011532 

+  0.0003 

—  0.0004 

+  0.000130 

—  0.0002265 

+  0.0000674 

Sinn  nie: 

—  2.8517 

+  2.0215 

—  0.8514 
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Die  Rechnung  ist  hier  ohne  alle  Hilfsmittel  ausgeführt.  Solan-ge  die 
Änderungen  der  Unbekannten  bei  jedem  Schritt  nur  in  einer  Ziffer  vor- 
genommen werden,  gewähren  die  rechnerischen  Hilfsmittel  kaum  eine 
wesentliche  Hilfe.  Das  Verfahren  ist,  wie  man  sieht,  ganz  ähnlich  der 
gleichzeitigen  Ausführung  dreier  Divisionen,  nur  daß  jeder  Divisor  auch 
in  die  anderen  beiden  Rechnungen  hineinspielt.  Die  Zahlen,  die  beim  Ab- 
brechen der  Rechnung  links  vorhanden  sind,  hier: 

+  0.00013,     —  0.0002265,     +  0.0000674 

spielen  eine  ähnliche  Rolle  wie  der  Rest  bei  der  Division,  und  wie  bei  der 
Division  kann  man  die  Probe  auf  die  Rechnung  machen.  Von  den  gefunde- 
nen Werten  von  x'  y'  z'  muß  man  nun  noch  zu  den  gesuchten  Werten 
von  xy  z  aufsteigen,  indem  man  die  Gleichungen 

x'  =  :r— 0.3?/  + 0.8  c 
z'  =  z—O.l]/ 

berücksichtigt. 

Das  Verfahren  läßt  sich  ohne  weiteres  auf  Gleichungen  mit  beliebig 
vielen  Veränderlichen  ausdehnen.  Gerade  wenn  die  Anzahl  der  Veränder- 
lichen sehr  groß  wird,  ist  das  Verfahren  bequem  zu  verwenden.  Be>.onders 
empfiehlt  es  sich  für  die  Gleichungen,  die  bei  der  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  auftreten.     Sind 

«1  a-  +  /^j  ?/+•••  +  A'i  /  +  /j  =  El 

a„x  +  b>,y  -\-  ■■  ■  +  k„  t  +  ]^  =  E^ 

die  Fehlergleichungen,  so  wird  die  Summe  der  Fehlerquadrate  [e  e]  ein 
Minimum,   wenn  x,  ?/,...,  /  den  Gleichungen  genügen: 

{aa]x  -{-  {ab]y  +  •  ■  ■  -{-  [ak]i  -\-  [al]^0 
[«  h-\x+\bb]y  -^■■■+\b  A:]  /  +  [b  /]  =  0 

[A-«]a-+  [A-/>]?/  +  ---+  [kk]t+  [kl]  =0 

Die  eckige  Klammer  bedeutet  dabei,  daß  die  Summe  über  allen  Pro- 
dukte genommen  werden  soll,  z.  B.: 

[(,  b'\  =  «1  bi  +  a.2  ^2  +  •  •  •  +  (In  bn- 

Die  Gleichungen,  denen  x,  y^  .  .  .  l  genügen,  können  auch  in  der  Form 
geschrieben  werden: 

[a  e]  =0,   [^*  ej  =  0,  .  .  .,   [k  e]  =  0. 
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Ersetzt  man  in  der  Summe  der  Fehlerquadrate  [e  e]  jedesmal  das 
eine  e  durch  seinen  Ausdruck  in  x,  y,  .  .  .  t  und  beachtet  die  Gleichungen 
[a  £]  =  0,  [h  e]  =  0  usw.,  so  nimmt  die  Summe  der  Fehlerquadrate  die 
Gestalt  an: 

[e  £j  =  [/  e]  =  [a  /]  a:  +  [6  /]  ?/  +  •  ■  •  4-  [A-  /]  /  4-  [/  n- 
Wenn  man  nun  statt  einer  der  Größen  x\  y,  ■  ■  ■■,  l.  z.  B.  statt  x  eine 
andere  Größe  A  =  x  —  x^  einfülirt,    wo  Xj  irgendeinen    festen   \\'ert  be- 
zeichnet, so  gehen  die  Fehlergleichungen  in  die  Form  über: 

ah  -\-  by  +'■•-{-  kt  +1  =  e, 

wo  l  —  l  -'r  a  i\.    Die  Gleichungen,  denen  dann  h,  y,  .  .  .,  t  genügen  müssen,, 
damit  [e  e]  ein  Minimum  wird,  werden: 

[aa]h+  [ab]y  ^ [-  [a  k]  t  -^  [al]  =  0 

[ba]h+  [bb]y  ^ \-  [b  k]  t  -^  [bl]  =  0 

[ka]h+  [kb]y  -] h  [k k]t  +  [k  1]  =  0 

und  zugleich  wird 

[££]=  [Je]=  [al]x-\-  [bl]y+  •••+  [k~l]l-\-  [ll]; 
dabei  ist 

[all  =  [a/]+  [a_a]x,,   [b'l]  =  [b  l]  +  [b  a]  x,, 
•  ••  [Ä-/]  =  [kl]  +  [A-aJi-i 
und 

[ll]=  [ll]  +  2[al]Xj^  [aa]xl 
=  [//]-{-     [a  l]  Xi -{-  [al \  Xi- 
Wenn  man  Xi  so  wählt,  daß  [aj]  verschwindet: 

_  [al] 
•^^  ~        [a  ay 
so  wird: 

[alf 

Mithin  ist  dann  [/  /J  kleiner  als  [/ 1],  und  es  wird  auch  dann  kleiner 
als  [//]  bleiben,  wenn  [a  /J  zwar  nicht  Null,  aber  doch  sehr  klein  gemacht 
wird. 

Diese  W'ahl  von  Xi  ist  dieselbe  wie  bei  dem  oben  beschriebenen  Ver- 
fahren zur  Auflösung  linearer  Gleichungen.  Man  tut  nun  gut,  zugleich  mit 
dfn  Größen  [a  /],  [///],...,  [k  /J,  deren  Berechnung  nach  dem  beschriebe- 
nen Verfahren  allein  in  Frage  käme,  auch  den  Wert  [HJ  =  [/  /]  -f  [a  /]  Xj 


18     X —   5     ?/ + 

8 

2 

5     a:  +  21     ?/  + 

4 

2  — 

8     :r+    4     ?/  + 

27 

z  —   5 

—       y~ 

5 

z+  14 

x+          2/  + 

7 

z+    6 
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+  [ß7].ri  zu  berechnen  und  dadurch  bei  jedem  Schritt  zu  konstatieren, 
auf  wieviel  sich  die  Summe  [Z  /]  vermindert  hat.  Jeder  Schritt  würde 
nach  dem  Schema  ausgeführt  werden: 

\al\         \_h\\        ...    \kl\        [//]       II   a-i 
[afl].ri,    [6a].ri,  ...    \_ka'\x^    [[a]^ij| 

[/  a]  Xijl 

\al\  \h1\        ...    \_kl\         [IT]       ^' 

Das  Verfahren  vermindert  die  Zahlen  [a  l\  \hl\  .  .  .  \kl\  [H]  mehr 
und  mehr  und  nähert  [Z  ^  mehr  und  mehr  dem  Minimumswert  von  [e  e]. 
Das  folgende  Beispiel  bilden  6  Normalgleichungen,  die  einer  Stationsaus- 
gleichung entnommen  sind. 

+  (;  _|.    5     (,.  _     91.8  =  0 

H  +  V  —       3.6  =  0 

»,  +    7     p  +    5     (v  —   118.9  =  0 
«  +    6     t»  —     49.5  =  0 

,i  +  20     c-—  3     (r—     63.9  =  0 
5a;  +52  —   3p+8(v  —     75.5  =  0 

—  91.8  a;—  3.6?/  — 118.9  z  — 49.5  w— 63.9  c— 75.5  (^'  +  1856.:"  =  [ee]. 
Die  Rechnung  ist  auf  den  Seiten  79  und  80  ausgefülu-t. 
Es  hat  kaum  einen  Zweck,  noch  weiter  zu  rechnen,  da  die  Zahl  501.15 
nur  noch  um  einen  unerheblichen  Betrag  von  dem  Minimumswert  von  [e  e] 
entfernt  ist.  Die  beim  letzten  Schritt  eingeführten  Unbekannten  erreichen 
absolut  genommen  etwa  die  Grenze  0.1.  Bezeichnen  wir  sie  mit  a,  /5,  y, 
(5,  £,  I,  so  wäre  nach  dem  Obigen 

+  0.1a +  0.2^  +  0.1  y— 0.8(5  +  1.7  e  +  0.4  |  +  50J.15  =  [e  e]. 

Mithin  erreicht  der  Unterschied  zwischen  501.15  und  [e  e]  nicht  die 
Größe  0.33;  denn  das  ist  der  äußerste  Wert,  den 

0.1  a  +  0.2/5  +  0.1  y  —  0.8Ö  +  1.7  e  +  0.4  | 

annehmen  kann,  wenn  a,  /S,  y,  (5,  e,  |  absolut  genommen  nicht  größer  als 
0.1  sein  können. 

Bricht  man  die  Rechnung  hier  ab  und  setzt  demnach 

x  =  ^  1.8,  ij  =  ^-  0.2,  z  =  +  2.3,  (t  =  +  3.2, 
c  =  +  2.6,  w  =  +  7.9, 

so  hat  die  Summe  der  Fehlerquadrate  den  Wert  501.15,  was  dem  Mini- 
mumswert sehr  nahekommt.  Ja  man  sieht,  daß  kein  wesentlicher  Nachteil 
damit  verbunden  wäre,  die  Rechnung  schon  weit  eher  abzubrechen.  Nur 
die  ersten  Schritte  setzen  die  Summe  der  Fehlerquadrate  beträchtlich 
herab.    Nachher  vermindert  sie  sich  nur  verhältnismäßig  wenig. 


§  13.    Anwendung  auf  lineare  Gleichungen. 
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IV.   Abschnitt. 

Ganze  rationale  Funktionen    einer  Yeränderlichen. 


§  14.  Berechnung  einer  ganzen  rationalen  Funktion. 

Die  Auflösung  einer  Gleichung  f  {x)  =  0  läuft,  wie  im  §  5  gezeigt 
wurde,  auf  eine  wiederholte  Berechnung  von  /  {x)  hinaus.  Dies  ist  bei  der 
Bestimmung  der  Wurzel  oder  der  Wurzeln  die  wesentlichste  rechnerische 
Arbeit.  Es  sollen  in  diesem  Paragraphen  einige  Kunstgriffe  auseinander- 
gesetzt werden,  welche  die  Rechnung  erleichtern  für  den  Fall,  daß  es  sich 
um  ganze  rationale  Funktionen  handelt,  d.  h.  um  Funktionen,  die  aus 
einer  Summe  von  Gliedern  bestehen,  von  denen  jedes  das  Produkt  einer 
positiven  oder  negativen  Konstanten  in  eine  ganze  positive  Potenz  von  x 
ist.     Die  Form  ist  also  diese: 

«0  a;"  +  öl  x''-^  +  «2  «"~^  +  •  •  •  +  «n— 1  X  +  «n" 

Um  diese  Funktion  für  irgendeinen  Wert  p  zu  berechnen,  kann  man 
zweckmäßig  folgendermaßen  verfahren.  Man  berechnet  nacheinander  die 
Größen  b^,  b.^,  b^  .  .  .  ft„,  wo 

bi  =  OqP  +^«1 

^2  =  *i  P  +  <^2 

^3  =  *2  P  +  «3 

b,i  =  /;„_!/?  +  a„. 
Dann  ist,  wie  man  sogleich  sieht,  ö„  der  gesuchte  Wert.    Denn  es  ist 

^2  =  *1  P  +  «2  =  «0  P^  +  «1  P  +  «2 

b-,  =--  ^2  P  +  «3  =  «0  P"  +  «1  P"  +  öo  P  +  fla 

bn  --  bn-  1  p  +  an  -^  «q  P"  +  «1  P"~^   +   "  '  "  +  «"• 

Man  tut  gut,  nach  folgendem  Schema  zu  verfahren: 
ÜQ       ttj       «2  ■  •  ■  ■  f'"     1       ^" 
^0  P  bi  p        b„  -  2  p  b„—\p 
bi      ^2         bn—i  bn 

R II  n  f$  (■ ,  l'raxis  der  filciclmnjfen.  i> 
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Es  ist  dies  eigentlich  nichts  anders  als  ein  Schema  für  die  Division  von 

ÜQ  o;"  +  ttj  a;"  — ^  +  •  •  •  •  +  a«   durch  x  —  p,    das  in  etwas  ausführlicherer 
Form  geschrieben,  so  lauten  würde: 


X  — p 


üf^x''  +  ai  a;"-i  -\ \-  an 

«0  x'^  —  pUf^x^'-^ 

bix''-^ 

biX''  —  '^  —  pb^x^- 


tto  rc»-i  +  bi  a;«-2  -\ [-  bn-i 


b^  X«- 


bn. 

Die  Größen  ao  ^i  ^2  •  •  •  ■  bn-i  sind  die  Koeffizienten  des  Quotienten 
und  bn  ist  der  Rest. 

Wenn  die  Genauigkeit  des  Rechenschiebers  ausreicht,  so  ist  die 
Rechnung  besonders  bequem,  weil  die  Multiplikationen  alle  mit  demselben 
Faktor  p  auszuführen  sind,  die  alle  bei  derselben  Stellung  des  Schiebers 
abgelesen  werden  können. 

Beispiel : 

f{x)  =  5.47  x^  —  3.38  x^  +  2.57  af  +  10.21  x'^  —  6.23  x  +  5-43  =  0. 
p  =  0.93 

5.47     —3.38     +2.57     +10.21  —   6.23  +    5.43 

+  5.09     +  1.59     +    3.87  +  13.10  +    6.39 

+  1.71     +  4.16     +  14.08  +    6.87  +  11.82  =  /  {p) 
/  (x)  =  +  11.82  +  (a;  —  0.93)  h  (x), 

wo  /i  {x)  =  5.47  x^  +  1.71  x"  +  4.16  x^  +  14.08  x  +  6.87. 

Die  Funktion  /^  {x)  hat  nur  positive  Koeffizienten.  Sie  kann  also 
für  positive  Werte  von  x  nur  positive  Werte  haben.  Daraus  folgt  sofort, 
daß  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung  f  {x)  —  0  notwendigerweise  kleiner 
als  0.93  sein  müßte. 

Es  kann  mitunter  zweckmäßig  sein,  /^  {x)  von  neuem  in  analoger 
Weise  zu  zerlegen,  indem  man  durch  x  —  q  dividiert. 

Beispiel : 


q  - 

—  0.93 

5.47     +  1.71     +  4.16     +  14.08 

+  6.87 

—  5.09     +3.15     —   6.80 

—  6.77 

—  3.38     +7.31     +    7.28     +0.10 
/^  (,r)  =  +  0.10  +  {x  +  0.93)  (5.47  x^  —  3.38  x^ 
+  7.31  X  +  7.28) 
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und  daher 

/  (x)  =  +  11.82  +  0.10  (a:  —  0.93) 
+  (o;  —  0.93)  {x  +  0.93)  (5.47  a;^  —  3.38a:2  +  7.31  z  +  7.28). 

Auf  diese  Weise  fortfahrend  zerlegt  man  eine  Funktion  in  eine  Summe 
von  Gliedern,  von  denen  das  erste  den  Wert  lür  x  =  p  darstellt.  Die 
Summe  der  ersten  beiden  Glieder  stellt  eine  lineare  Funktion  dar,  die  für 
X  =^  p  und  X  =  q  mit  /  (x)  übereinstimmt,  die  Summe  der  ersten  drei 
Glieder  eine  Funktion  2.  Grades,  die  für  a'  =  p,  x  =  q,  x  —  r  mit  /  {x) 
übereinstimmt  usf.: 

f{x)=f{p)+h{g)    i-V  —  p)  +  /,  {/•)    ix  —p)    {X—  q) 
+  /a  (s)  {x  —  p)  {x~q)  {x  ~r)  +  etc. 
Aus  dieser  Entwicklung  ergeben  sich  für  /  (p),  /  (q),  /  (/•),  /  {s)  etc. 
die  Gleichungen 

f{p)=f{p) 

f{g)=f{p)  +  hU/)U/~p) 

f{r)=f  ip)  4-  /i  iq)  (/•  —  P)  +  /2  (r)  {r  ~  p)  {r  -  q) 
f{s)=f  ip)  +  /i  ig)  {s—p)+  f,  (/■)  (.9  ~p){s—  q) 
+  /s  is)  {s  —p){s—  q)  (.9  —  /•)  etc. 
Beispiel: 

/  {x)  =  7  .t5  —  5.47  x^  +  3.33  x^  +  1.72  x  —  0.15 
p  =  0    ry=+0.2    r  =  —  0.2    s  =  +  O.b    t  =  ~0.b 

7               0  —5.47  +3.33  +1.72    —  0.15=/(p) 

+  1.4  +  0.28  — 1.04  +  0.46 

+  1.4  —5.19  +2.29  +2.18  =  /^  {q) 

— 1.4  0.00  +  1.04               ' 

=  /2   ('•) 


0.0 
+  3.5 

—  5.19 

+  1.75 

+  3.33^ 

+  3.5 

—  3.44 

=  fz  (s) 

—  3.5 
0.0  = 

=   /4    (/) 

/  {x)  =  —  0.15  +  2.18  a;  +  3.33  x  {x  —  0.2) 

—  3.44a;  (a;— 0.2)  {x  +  0.2) 

+  7  a;  (a-  —  0.2)  {x  +  0.2)  (a-  —  0.5)  {x  +  0.5). 
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§  15.    Bereclmurig  einer  ganzen  Funktion  aus  einer  Anzahl 

ihrer  Werte. 

Wenn  von  einer  Funktion  /  {x)  nicht  die  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  X  gegeben  ist,  dafür  aber  eine  Reihe  von  Werten  der  Funktion  /  (p), 
/  {9)1  f  (^)  etc.  gegeben  sind,  so  kann  man  die  Zerlegung  in  die  Form 

/  (P)  +  /i  (9)  (^  —  P)  +  /2  {r)  {x  —  p){x  —  q)  +  etc. 
direkt  finden,  indem  man  die  Werte  /^  (</),  /,  (r)  etc.   aus  den  Gleichungen 

fiq)=f{p)^fi{q)ig-p) 

i  ('■)  =  /  (P)  +  /i  iq)  ir  —  p)+  h  (0  ('•—?)  ('■  -  q)  etc. 

berechnet.  Ist  der  Grad  von  /  (x)  gleich  «,  so  muß  man  die  Werte  von 
/  {x)  für  n  -\-  i  Werte  p,  q,  r  etc.  kennen,  um  die  Koeffizienten  aller  Glieder 
zu  finden. 

Die  Rechnung  kann  in  folgender  Weise  durchgeführt  werden.  Man 
schreibe  die  Werte  p,  q,  r,  .  .  .  in  eine  Kolonne  und  ebenso  die  Werte 
/  (P)?  /  iq)i  f  (^))  •  •  •  und  ziehe  in  beiden  Kolonnen  den  ersten  Wert  von 
den  übrigen  ab.  Wenn  die  Kolonnen  mehr  als  drei  Zahlen  enthalten,  so 
schreibt  man,  um  die  Differenzen  zu  bilden,  die  ersten  Glieder  am  besten 
auf  einen  Zettel,  den  man  an  den  übrigen  Zahlen  entlang  führt.  So  erhält 
man  die  beiden  Kolonnen 

q~P      fiq)-fip) 

r-p         f{r)~f{p) 
s~p         f{s)-f{p) 
etc.  etc. 

Jetzt  dividiert  man  die  beiden  ersten  Glieder  durcheinander,  die 
beiden  zweiten  Glieder  durcheinander  usf.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich 
die  Werte  /^  (q),  f^{r),  f^  {s)  etc. 

Die  Kolonne  dieser  Werte  wird  dann  mit  der  Kolonne  q,  r,  s^  .  .  . 
oder  auch  q  —  p,  r  —  p,  s  ■ —  p,  .  .  .  wieder  ebenso  behandelt  und  ergibt 
die  Kolonne  /o  (r),  f^  {s)  .  .  .  usf. 

Beispiel.  Der  Gang  g  eines  Chronometers  soll  als  ganze  Funktion 
2.  Grades  der  Temperatur  t  dargestellt  werden.  Der  Gang  ist  für  drei 
Temperaturen  beobachtet: 


Temperatur 
21.50 
30.20 
5.50 


Daraus 


Differenzen  Quotient 

8.7  l.il     +  0.128 

16.0    —  0.60     +  0.038 


Gang 

+  4.23^^^^ 
+  2.52'^" 

Differenzen  Quotient 

-  24.7     —  0.090     +  0.00365 
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Mithin 
g  =  3.12  +  0.128  (i  —  21.5)  +  0.00365  (/  —  21.5)  (/  —  30.2). 

dg 
Man  führt  nun  besser  die  Temperatur  /q  ein,    für   welche  -^    ^'^r- 

dt 

schwindet. 

dg 

j^  =  0.128  +  0.00365  (2  t  —  51.7)  =  0.00305  (35.1  +  2  i  —  51.7) 

t,=  +  8.3. 

Und  indem  man  jetzt  nach  Potenzen  von  /  — /„  ordnet,  muß  die  erste 
Potenz  wegfallen: 

g  =  2.49  +  0.00365  (/— 8.3)2. 

Die  Berechnung  eines  Wertes  der  Funktion  /  {x),   die  in  der  Form 
/  (a-)  =  /  (P)  +  /i  ig)  (^  —  P)  +  /o  ('•)  {x—p){x~q)  +  --- 

gegeben  ist,  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  ausführen,  wie  wenn  die  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  x  gegeben  ist.  Sei  z.  B.  /  (x)  vom  dritten 
Grade: 

f  {x)  =  a3-\-  a-^ix  —  p)  -\-  a^ix  —  p)  {x—  q) 
-]- üo  {x  —  p)  {x  —  g)  {x  —  r), 

so  kann  der  Wert  für  a;  =  w  so  gefunden  werden.   Man  berechnet  sukzessive 

b^  =  «0  («  -r)  +  «1 
^2  =  ^1  (i*  — 9)  +  ^2 
h  -=  bo  {u  —  p)  +  «3- 

Dann  ist  b^  =  f  (w).  Das  Verfahren  ist  dasselbe  wie  das  oben  S.  81 
auseinandergesetzte,  nur  daß  dort  a^  Stelle  der  Faktoren  ii — /•,  n — q, 
u — p  drei  gleiche  Werte  treten.  Die  Rechnung  kann  nach  einem  ähn- 
lichen   Schema  geschehen  wie  oben: 

ÖO  «1  "2  «3 

a^iu—r)     bj^{u—q)     b^  {u  —  p) 
bi  b.,  b^ 

u  —  r  11  —  q  u  —  p. 

Beispiel.    In  dem  obigen  Ausdruck  für  den  Gang  eines  Chronometers 

g  =  3.12  +  0.128  (/  —21.5)  +  0.00365  (/  —  21.5)  (/  —  30.2) 

soll  der  Wert  von  g  iür  t  =  -{-  8.3  berechnet  werden. 

+  0.00365  4-  0.128  -f  3.12 
—  0.080  —  0.63 
4-  57o"48        +2.49-  g  (8.3) 
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u  =    8.3  u  =    8.3 

9=30.2  p-21.5 


—  21.9  —13.2. 

Die  Berechnung  von  /  (p),  /^  (g),  /a  [r)  etc.  ist  erheblich  einfacher, 
wenn  von  den  Größen  p,  g,  r  etc.  je  zwei  aufeinanderfolgende  die  gleiche 
Differenz  haben.  Ist  nämlich  g  —p  =  r—q  -^  •••  =  h  und  schreibt 
man  die  Entwicklung  von  /  {x)  in  der  Form 

An 

/  ix)  =  ^0  +  '4j  {x  —  p)  ^-^{x  —  p){x—q) 

As 

+  ^  {x  —  p)  {x  —  q)  {x  —  r)  +  etc., 

so  ist 

A  f  ix)  =  f  {X  +  h)  ~  f  ix)  ^  h  A^  +  h  Anjx  —  p) 

h  A^ 

+  -yj-  {x  ~  p)  {x  —  q)  -}-  etc. 

Denn  x  -}-  h  —  q  —  x  —  p,  x  -\-  h  —  r  =  x  —  q  etc. ;  d.lier  z.  B. 

[x  -\-  h  —  p)  {x  +  h  —q)  {x  -\-  h  —  /•)  —  {x  —  p)  [x  —  q)  [x  —  r) 
=  {x  -\-  h—p)  {x—p)  {x  —q)  ~{x  —  p)  {x  —  q)  {x—  r) 
=  [{x  -\-  h  ~  p)  —  {x  —  r)]  {x  —  p){x—  q) 
—  3h  {x  —  p)  [x  —  q). 

Mithin  ist 

hA^  =  Af  ip). 

Bildet  man  in  derselben  Weise  A^  /  {x)  =  A  f  {x  -\-  h)  — A  /  {x),  so 
ergibt  sich 

A'f  {X)  =h^A.,^h^As{x--p)-\--^  ix  —  p)  {x~q)  +  ••• 
Daher  ist 

und  in  derselben  Weise  fortfahrend  beweist  man  allgemein  für  jeden  Wert 
von  /■ 

h^A,  =  A'f{p). 

Ist  /  {x)  vom  n-ten  Grade,  so  muß  A  /  {x)  vom  ii  —  1-ten  Grade  sein,  weil 
sich  das  Glied  der  höchsten  Potenz  von  x  in  der  Differenz  j  {x  -^  h)  —  j  [x) 
forthebt,    a^  /  {x)  ist  vom  n  —  2-ten  Grade  usw.    A"/  {x)  ist  von  x  unab- 
hängig und  alle  folgenden  Differenzen  sind  Null. 
Aus  der  Reihe  der  Werte 

/  (p),   A  /  (p),   A^  /  (p),  .  .  A"-^  /  (p),  A'7  (p) 
findet  man  durch  bloße  Addition  die  Reihe  der  Werte 
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/(y),   A/(7).    A'i  Uj), 


Denn  es  ist 


ii'i),  A"/(y). 


f(q)  =  fip)  +  Af{p) 

Af(q)  =  Af{p)  +  A'-f{p) 


A"f{g)  =  A"f{p). 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man  aus  den  Werten    /  (q),  A  f  ((/), 
die  Werte  /  (r),  A  /  (r),  A^  f  (r)  .  .  .  usf. 
Z.   B. 

f  (x)  =  1  j'^  —  5.47  a;=»  +  .3.33  x^  +  1.72  x  —  0.15 
p  =  ~2,  q  ^  —  l  r  ^  0,  s  =  +  i,  t  =  -^  2 
7  0    —   5.47     +    3.33  +     1.72  — "    0.15 

I       —14     +28         —45.06  +  83.46  —  170.36 


— 14     +  22.53 

—  41.73  +  85.18  - 

-  170.51  -- 

—    7+21 

_  43.53  +  85.26 

—  21     +43.53 

—  85.26  +170.44  = 

=  A/(p) 

+    7—14 
—  14     +  29.53  = 

24 

6 

120 
Für  die  Reihe  /  (p),  A  /  (p),  A^f  (p),  etc.  erhalten  wir  -also  die  Werte: 

/(p)  =  - 170.51 
A/(p)  =  +^170.44 
aV(P)  =  —  170.52 
AV(P)  =  +  177.18 
A*/(p)=  0 

A5/(jP)  =  +840 

und  können  nun  aus  diesen  durch  Addition  je  zweier  untereinander  stehen- 
der Zahlen  die  entsprechenden  Werte  für  q  und  aus  diesen  die  für  r  usw. 

ableiten. 

« 

+  0.43 
+  190.42 
+  1201.02 
+  2697.18 
+  2520 
+  8^i0 


1 

r 

/ 

—     0.07 

—       0.15 

A/ 

—     0.08 

-\-        6.58 

AV 

+      6.66 

+    183.84 

AV 

+  177.18 

+  1017.18 

AV 

+  840 

+  1680 

A-'f 

+  810 

+    840 

t 

t  +  h 

+     196.85 

1588.29 

+  1391.44 

etc. 

+  3898.20 

+  3217.18 

+  33(>0 

+    840. 
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Durch  die  umgekehrte  Rechnung  kann  man  aus  der  Kolonne  für  p 
auch  die  Werte  /  {p  — h),  A  /  (p  — h)  .  .  .  finden  und  aus  diesen  die  für 
p~2h  usf. 

p-h 

— 1528.65 
+  1358.14 

—  1187.70 
+  1017.18 

—  840 
+    840. 

Man  muß  dabei  in  der  Kolonne  von  unten  nach  oben  rechnen. 
Man  wird   guttun,    zur  Kontrolle  einen  der  so  abgeleiteten  Werte, 
z.  B.  f  {t  -\-  h)  noch  einmal  direkt  zu  berechnen. 

7        0    —   5.47     +      3.33     +      1.72    —       0.15 
+  21+63  +  172.59     +  527.76     +  1588.44 

+  21     +  57.53     +  175.92     +  529.48     +  1588.29  =  /  (3). 

Dadurch  sind  gleichzeitig  die  Werte  /  (q),  f  (r),  f  (r),  /  {t)  kontrolliert, 
deren  Fehler  ja  bei  der  ersten  Art  der  Berechnung  in  den  Wert  von  /  (i  +  h), 
eingeht. 
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Handelt  es  sich  um  die  Wurzeln  der  Gleichung  /  (x)  =  0,  so  sieht 
man  sogleich  ein,  daß,  wenn  h  positiv  ist,  und  die  Glieder  einer  Kolonne 
abwechselndes  Zeichen  haben,  wie  hier  z.  B.  für  x  =  p  — h,  keine  Wurzel 
der  Gleichung  existieren  kann,  die  kleiner  ist  als  p  — h.  Denn  die  sämt- 
lichen Differenzen  x  —  {p — h),  x — p,  x — q^  x — r  etc.  sind  für 
oc  <  p  —  h  negativ.    Daher  haben  die  Produkte 

x~ip—h);    {x  —  {p—h)){x  —  p);    {x  —  {p —h)  {x  —  p)  [x — q)   etc. 

abwechselndes  Zeichen  und  die  sämtlichen  Glieder  in  der  Entwicklung 

/  {X)  =  f  {p—h)  +  h-^  Af  (p—k)  {X  —  ip—h)) 


_^A^-f{p~h) 


+  h-^ '-^ (.r  —  ip—h))  (a-  — 9)  +  •-.  • 

haben  das  gleiche  Vorzeichen.  Daher  kann  ihre  Summe  nicht  verschwin- 
den. Derselbe  Satz  bleibt  noch  bestehen,  wenn  einzelne  Glieder  der  Ko- 
lonne Null  sind.  Es  kann  z.  B.  hier  keine  Wurzel  geben,  die  kleiner  ist 
als  —2. 

Wenn  alle  Glieder  einer   Kolonne  das  gleiche  Zeichen  haben  wie 
z.  B.  hier  für  x  —  s  =  -\-  l,  so  gibt  es  keine  Wurzel,  die  größer  ist  als 
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5  +  {n  — 1)  •  Ä,  wo  n  den  Grad  der  Gleichung  bedeutet.  Denn  in  der 
Entwicklung 

f{x)=^f{s)-^h-'Af{s){x—s)  +  ••• 
+ ~^{x—s)  •  •  '  {x—s~h)  •  •  •  {x—s  —  {n  —i)h) 

711 

sind  für  x  >  s  -\-  (n  —  l)  h  alle  Glieder  von  gleichem  Zeichen.  Wenn  h 
negativ  ist,  so  schließen  wir  in  analoger  Weise,  daß  a -\-  {n  —  i)  h  eine 
untere  Grenze  der  Wurzeln  bildet,  sobald  die  betrolTendo  Kolonne  lauter 
gleiche  Vorzeichen  aufweist,  und  b  eine  obere  Grenze,  wenn  die  entsprechende 
Kolonne  lauter  abwechselnde  Vorzeichen  enthält.  In  unserm  Falle  würden 
die  Wurzeln  nur  zwischen  —  2  und  -{-  5  liegen  können.  Eine  noch  engere 
obere  Grenze  erkennen  wir  aus  der  Kontrollrechnung  für  x  =  3  (S.  88). 
Hier  sind  die  Koeffizienten  Oq,  b^,  b^,  •  ■  •,  b^  alle  positiv.     Da  nun 

/  (a:)  =  /^5  +  (a:  —  3)  {a^  x^  +  b^  x^  +  6.,  x^  +  63  •»  +  ^^4), 

so  sind  für  a;  >  3  alle  Glieder  positiv.  Die  Wurzeln  unsrer  Gleichung 
liegen  daher  zwischen  —  2  und  +  3. 

Man  kann  nun  mit  einem  kleineren  absoluten  Wert  von  h  die  Rech- 
nung wiederholen. 

Z.  B.  '  h  =  —0.2 

p  =  +0.4     (/  =  +0.2    /'  =  0    s  =  — 0.2     t  =  —OÄ 
7  0       —5.47     +3.33       +1.72  —0.15 

+  2.8  +1.12  —1.74  +  0,636  +  0.9424 
+  2.8  —4.35  +1.59  +  2.356  +  0.7924 
+  1.4     +0.84     —0.702     +0.1776 


+  4.2    —  3.51     +  0.888     +  2.5336 
—  1.4    —0.56 


+  2.8     —  4.07 
—  2.8 

/  (p)  =  +  0.7924 
^  /  (p)  ^  +  2.5336  X  h  A  /  ip)  =  —  0.50672 

^IßP}  =  +  0.888   X  /i-        A-^  /  (p)  =  +  0.0710'. 


fip) 


6 


4.07     X  h'        A '  f  ip)  =  +  0.19536 


24 

^'J  ^^^  ^       7  X  fv>        A''  /  ip)  =  —  0.26880 

120 


90 


IV.  Abschnitt.     Ganze  rationale  Funktionen  einer  Veränderlichen. 


p=  +  0.4 

q=  +  0.2 

r  =  0 

S  =  — 0.2 

<  =  — 0.4 

—  0.6 

—  0.8 

-1.0 

+  0.7924 

+  0.28568 

—  0.15 

—0.31928 

—0.02680 

+  0.65400 

+  1.11208 

—0.07 

—  0.50672 

—  0.43568 

—  0.16928 

+  0.29248 

+  0.68080 

+  0.45808 

—  1.18208 

— 

+  0.07104 

+  0.26640 

+  0.46176 

+  0.38832 

—  0.22272 

—  1.64016 

— 

— 

+  0.19536 

+  0.19536 

—  0.07344 

—0.61104 

—  1.41744 

—  2.49264 

— 

— 

0 

—0.26880 

—  0.53760 

—  0.80640 

—  1.07520 

—  1.34400 

— 

— 

—  0.26880 

—0.26880 

—  0.26880 

—  0.26880 

—  0.26880 

—0.26880 

— 

— 

/ 

J  i 

ferner  für  p 


h=  -^  0.6 


+  1.4436 

—  0.65120 
4-  0.14448 

—  0.07344 
+  0.26880 

—  0.26880. 

Daraus  folgt,  daß  die  Wurzeln  zwischen  — 1.0  und  +0.6  liegen 
müssen,  und  zwar  geht  aus  den  Vorzeichen  der  berechneten  Werte  von 
f  (x)  hervor,  daß  eine  Wurzel  zwischen  — 1.0  und  — 0.8,  eine  zweite 
zwischen  — 0.6  und  — 0.4  und  eine  dritte  zwischen  0  und  +0.2  liegt. 
Indessen  ist  nicht  sogleich  zu  übersehen,  daß  zwischen  den  Grenzen  — 1.0 
und  +0.6  nicht  noch  mehr  als  drei  Wurzeln  liegen.  Es  könnten  aber 
nur  entweder  drei  oder  fünf  Wurzeln  sein.  Denn  in  einem  Intervall,  an 
dessen  Grenzen  /  (x)  das  gleiche  Vorzeichen  hat,  kann  nur  eine  grade 
Anzahl  von  Wurzeln  liegen,  und  in  einem  Intervall,  an  dessen  Grenzen  /  (x) 
entgegengesetztes  Zeichen  hat,  kann  nur  eine  ungrade  Anzahl  liegen. 
Es  kann  die  Anzahl  der  Wurzeln  also  wohl  größer  sein  als  die  Anzahl  der 
in  der  Reihe  der  berechneten  Werte  von  /  {x)  vorhandenen  Zeichen - 
Wechsel,  aber  sie  kann  nur  um  eine  grade  Zahl  größer  sein. 

Man  kann  nun  aus  den  Vorzeichen  der  Werte  von  A  /,  A^  /  etc. 
noch  weitere  Schlüsse  über  die  Anzahl  der  vorhandenen  Wurzeln  ziehen. 
Um  diese  Schlüsse  auseinanderzusetzen,  müssen  wir  aber  etwas  weiter 
ausholen. 

Es  sei  eine  Reihe  von  Zahlen  gegeben: 

Aq  A^  Ao  •  ■  .  ^n— 1  ^n-, 

die  wir  zunächst  alle  von  Null  verschieden  voraussetzen.  Unter  der  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  dieser  Reihe  versteht  man  alsdann  die  Zahl,  welche 
angibt,  wievielmal  es  in  der  Reihe  vorkommt,  daß  zwei  benachbarte  Werte 
entgegengesetztes  Vorzeichen  haben. 

Aus  dieser  Reihe  werde  eine  andere  abgeleitet,  indem  man  eines  der 
Glieder,  z.  B.  Ar  durch  den  Wert 

B  =  Ar  -i-  ni  A r_i 
ersetzt,  wo  m  ein  positiver  Wert  sein  soll.    Die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel 
der  neuen  Reihe 
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Ao  Ai  -4o  .  .  .  -4,_i  B  .4,^1 4„ 

würde,  wenn  A,  und  -4^_i  das  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  dieselbe  sein 
müssen,  wie  die  der  ersten  Reihe,  weil  B  dann  dasselbe  Zeichen  wie  Ar 
haben  muß.  Wenn  aber  .4,  und  ^r— i  entgegengesetztes  Vorzeichen  be- 
sitzen, so  kann  der  Fall  eintreten,  daß  B  ein  anderes  Vorzeichen  als  Ar, 
nämlich  das  von  Ar—i  erhält.  In  diesem  Falle  geht  der  Zeichenwechsel 
'•n  Ar^iAr  in  eine  Zeichenfolge  A^^iB  über. 

Nun  können  drei  Möglichkeiten  eintreten.  Entweder  Af  Afj^i  war 
eine  Zeichenfolge,  dann  ist  B  Afj^^  ein  Zeichen  Wechsel ;  oder  A^A^^i  war 
ein  Zeichenwechsel,  dann  ist  B  Ar^i  eine  Zeichenfolge;  oder  endlich  es 
ist  r  =  n.  Im  ersten  Falle  ist  die  Anzahl  der  Zcichenwechsel  in  der  neuen 
Reihe  dieselbe  wie  in  der  alten;  denn  für  den  verlorenen  Zeichenwechsel 
-4,_i  Ar  ist  ein  neuer  B  Arj^\  aufgetreten.  Im  zweiten  Falle  ist  die  Anzahl 
der  Zeichenwechsel  in  der  zweiten  Reihe  um  zwei  Einheiten  kleiner  als 
in  der  ersten  Reihe-;  denn  die  beiden  Zeichenwechsel  ^r— i  ^r  und  Ar  ^r+i 
gehen  in  die  Zeichenfolgen  Ar_x  B  und  B  Af^^i  über.  Im  dritten  Falle 
ist  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  neuen  Reihe  um  eine  Einheit 
kleiner  als  in  der  ersten  Reihe;  denn  der  Zeichenwechsel  ^„_i  A„  ist  in 
die  Zeichenfolge  .4„_i  B  übergegangen.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
kann  sich  also  keinesfalls  vergrößern,  sondern  höchstens  vermindern,  ent- 
weder um  eine  oder  um  zwei  Einheiten.  Um  eine  Einheit  vermindert  es 
sich  dann  und  nur  dann,  wenn  das  letzte  Glied  der  Reihe  das  Vorzeichen 
wechselt. 

Man  denke  sich  nun  die  neue  Reihe  mit  demselben  oder  irgendeinem 
andern  Werte  von  m  in  derselben  W^eise  wieder  abgeändert,  so  gilt  das- 
selbe. Es  kann  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  nur  abnehmen,  niemals  zu- 
n(4imen,  und  sooft  das  letzte  Glied  der  Reihe  sein  Vorzeichen  wechselt, 
muß  ein  Vorzeichen  verlorengehen,  im  äfidern  Falle  können  nur  je  zwei 
verlorengehen.  Wenn  man  diese  Rechnung  eine  beliebige  Anzahl  Male 
wiederholt  hat  und  es  ist  dabei  A  mal  vorgekommen,  daß  das  letzte  Glied 
von  einer  Reihe  zur  nächsten  wechselte,  so  ist  die  Anzahl  der  im  ganzen 
verlorenen  Zeichenwechsel  entweder  gleich  1  oder  um  eine  gerade  Anzahl 
größer. 

Wenn  z.  B.  aus  der  Reihe 

«0  öl  «2  .  .  .  </„ 
nach  dem  oben  angegebenen  Schema  die  Reihe  der  Größen 

öo  f^i  b....  bn 

berechnet  wird,  wo  b-^  =  a^  +  p  üq,  62  =  «o  +  P^i  •  •  ■■>  b»  =  a«  +  p  ^n— 1 
und  p  eine  positive  Größe  bedeutet,  so  kann  die  zweite  Reihe  nur  weniger, 
nicht  mehr  Zeichenwechsel  enthalten,  und  die  Zahl  der  verlorenen  Zeichen- 
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Wechsel  ist  grade  oder  ungrade,  je  nachdem  a„  und  6„  das  gleiche  Zeichen 
haben  oder  entgegengesetztes. 

Diese  Bemerkung  gilt  auch  für  die  Werte,  die  wir  mit  Hilfe  der  Regel 
A'  /  {X)  +  A''+i  fix)  =  A'f{x  +  h) 
aus  der  Kolonne 

fip) 
A  f(p) 

aufbauen. 

So  haben  wr  z.  B.  in  der  Tabelle  auf  Seite  90  in  der  Kolonne  für 
<7  =  +0.2  drei  Zeichenwechsel,  in  der  folgenden  {r  =  0)  zwei,  in  der 
nächsten  wieder  zwei,  dann  wieder  zwei,  eins,  eins  und  endlich  keins  mehr. 
Die  Anzahl  nimmt  von  Kolonne  zu  Kolonne  niemals  zu,  sondern  bleibt 
entweder  gleich  oder  vermindert  sich.  Es  braucht  dabei  auch  nicht  aus- 
geschlossen zu  sein,  daß  eines  oder  mehrere  Glieder  verschwinden.  Man 
muß  dann  nur  die  Zeichenwechsel  so  zählen,  als  ob  die  Glieder  gar  nicht 
vorhanden  wären.  So  hat  man  z.  B.  in  der  Kolonne  />  =  +  0.4  drei 
Zeichenwechsel  zu  zählen. 

Vorausgesetzt  nun,  daß  der  Unterschied  h  zweier  aufeinanderfolgen- 
der Werte  p,  q,  r  .  .  .  so  klein  ist,  daß  /  {x)  nicht  mehr  als  einmal  sein 
Zeichen  wechselt,  wenn  x  ein  solches  Intervall  von  p  zu  q  oder  von  q  zu  r 
etc.  durchläuft,  und  wenn  bei  jeder  Wurzel  /  {x)  sein  Zeichen  wechselt, 
so  muß  in  jedem  Intervall,  in  dem  eine  Wurzel  liegt,  bei  den  betreffenden 
beiden  Kolonnen  eine  ungrade  Anzahl  von  Zeichen  wechseln  verloren- 
gehen. Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel,  die  von  einer  Kolonne  {x  =  p) 
zu  einer  andern  {x  =  p  -\-  Xh)  verlorengeht,  ist  daher  gleich  der  zwischen 
p  und  p  -\-  Xh  gelegenen  Wurzeln  oder  um  eine  grade  Zahl  größer;  d.  h. 
man  kann  aus  den  beiden  Kolonnen  allein,  auch  ohne  die  zwischenliegenden 
Kolonnen  zu  kennen,  einen  Schluß  auf  eine  obere  Grenze  der  Wurzeln 
machen.  Vorausgesetzt,  daß  h  hinreichend  klein  ist,  folgt  z.  B.  aus  den 
Kolonnen  für  a:;  =  0  und  x  —  —  1,  daß  in  diesem  Intervall  nicht  mehr  als 
zwei  Wurzeln  liegen.  Läßt  man  h  sich  der  Null  nähern,  so  geht  A  /  •  h~^ 
in  f\  A^  f  •  h"^  in  /"  über  usw.  Für  positive  hinreichend  kleine  Werte 
von  h  haben  daher  a"  /.  A"~^  /  .  .  .  A  /,  /  dieselben  Zeichen  wie 

Wir  erhalten  daher  den  Satz,  daß  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der 
Reihe  f^^  {x),  /("-^)  {x),  .  .  .  /'  {x),  f  {x)  mit  wachsenden  Werten  von  x  sich 
nur  vermindern  kann  und  daß  die  Anzahl  der  in  einem  Intervall  verlorenen 
Zeichenwechsel  der  Anzahl  der  Wurzeln,  die  in  dem  Intervall  liegen,  ent 
weder  gleich  ist  oder  sie  um  eine  grade  Anzahl  übertrifft. 
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fn  4)1  —  1 

Die  Werte   der    Reihe   — ,  — — --•••/',/  kann  man  für  irgend - 
n\    {n  — 1)!         '  ^  ^ 

einen  Wert  p  in  derselben  Weise  berechnen,  in  der  oben  (S.  8.3)  die 
Koeffizienten  der  Entwicklung: 

/  {->■•)  =fip)+f  iq)  {x—p)+  /.,  (/•)  {X  —  p)  {X  ~q)+  etc. 

berechnet  worden  sind.  Man  braucht  nur  die  Werte  p,  g,  r  .  .  .  alle  ein- 
ander gleich  zu  machen;  dann  geht  die  Entwicklung  in  die  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  x — p  über  und  folglich  wird 

/,  ig)  =  r  iP) 

etc. 

Für  die  Vorzeichen  von  /("\  f"~\  .  .  .  f  ■  f  kommt  es  auf  die  Nenner 

11 

—7, —.  •  •  •   nicht   an.      Man  hat  daher  nicht  nötig,  die  gefundenen 

Zahlen  /g  (r),  /g  [s)  .  .  .  erst  mit  2!,  .31  .  .  .  zu  multiplizieren. 

Die  Vorzeichen  von  /(")/(«—!) .../'/  für  das  Argument  0  sind  identisch 
mit  den  Vorzeichen  der  Koeffizienten,  wenn  /  {x)  nach  fallenden  Potenzen 
von  X  entwickelt  ist.  Daher  gibt  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der 
Reihe  der  Koeffizienten  eine  obere  Grenze  für  die  positiven  Wurzeln, 
hinter  welcher  die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  nur  um  eine  grade  Zahl 
zurückbleiben  kann.  So  sieht  man  z.  B.  aus  den  Koeffizienten  der  Funk- 
tion 5.  Grades  S.  87 

1  x^—  5.47  x^  +  3.33  x^  s{-  1.72  x  —  0.15, 

daß  sie  höchstens  drei  und  mindestens  eine  positive  Wurzel  hat.  Ver- 
wandelt man  o;  in  —  x,  so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  eine  obere  Grenze 
für  die  negativen  Wurzeln.  Die  Reihe  der  Koeffizienten  gibt  dann  2 
Zeichenwechsel.  Es  existieren  daher  entweder  2  oder  gar  keine  negativen 
Wurzeln.  Die  Tabelle  S.  90  läßt  erkennen,  daß  mindestens  eine  Wurzel 
zwischen  — 0.4  und  — 0.6  und  eine  zwischen  — 0.8  und  — 1.0  liegt. 
Da  es  nur  zwei  negative  Wurzeln  gibt,  so  liegt  in  jedem  dieser  Intervalle 
eine  und  nur  eine  Wurzel.  Von  der  Kolonne  für  x  =  -{-  0.2  zu  der  für  x  —  0 
geht  ein  Zeichenwechsel  verloren.  Wir  vermuten  daher,  daß  nicht  mehr 
als  eine  Wurzel  in  dem  Intervall  liegt.  Der  Schluß  ist  aber  nicht  sicher, 
weil  möglicherweise  der  Wert  von  h  (die  Tabelle  ist  mit  h  =  —0.2  be- 
rechnet) nicht  klein  genug  ist. 

Wir  berechnen  daher  für  x  =  0.2  die  Reihe  der  Ableitungen: 
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/(5)  (0.2) 

' — ^ -  =  1     0     —5.47+3.33    +1.72—0.15 

^'  1.4  +  0.28  —  1.038  +  0.46  +  0.44 


1.4  —  5.19  +  2.292  +  2.18  +  0.29  =  /  (0.2) 
1.4  +  0.56—0.926  +  0.27 


2.8—4.63  +  1.366  +  2.45  =  /'  (0.2) 
1.4  +  0.84—0.758 


/"  (0.2) 


4.2—3.79  +  0.61  = 

1.4  +  1.12 

^  /'"  (0.2) 


5.6-2^=^3, 
4-'^    /(^)(0.2) 

Es  ergeben  sich  damit  die  folgenden  Vorzeichen : 

Anzahl  der 
Zeichenwechsel 

x=       0     :H hH ■.        3 

a;=+ 0.2  :  +  +  —+  +  +     2 

Differenz:   1. 

Es  ist  ein  Zeichenwechsel  verloren;  daher  liegt  in  dem  Intervall  nicht 
mehr  als  eine  Wurzel.  Die  Berechnung  der  Werte  von  //'  etc.  braucht 
nur  mit  solcher  Genauigkeit  ausgeführt  zu  werden,  daß  man  das  Vor- 
zeichen der  Größen  erkennen  kann.  Im  allgemeinen  wird  die  Genauigkeit 
des  Rechenschiebers  vollkommen  ausreichen. 

Von  der  Kolonne  für  x  =  0.6  zur  Kolonne  für  x  =  0.4  sind  zwei 
Zeichenwechsel  verloren.  Wenn  h  klein  genug  ist,  muß  dasselbe  für  die 
Reihe  der  Ableitungen  gelten.     Es  ergibt  sich  nun: 

f  (0.4)  0    —  5.47  +  3.33  +  1.72  —  0.15 

"~5T~  ^  +^    +    2.8  +  1.12  — 1.74  +  0.64  +  0.94 


+    2.8  —  4.35  +  1.59  +  2.36  +  0.79  =  /  (0.4) 
+    2.8  +  2.24  —  0.84  +  0.30 


+    5.6  —  2.11  +  0.75  +  2.66  =  /'  (0.4) 
+    2.8  +  2.36  +  0.10 


/"  (0.4) 


+    8.4  +  0.25  +  0.85  = 

+  11.2  +  4.72  =  -+" 

^^      /'(0.4) 
+  14.0  =  '— +' 

4! 
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Es  zeigt  sich,  daß  schon  für  .r  ==  +  0.4  in  der  Reihe  der  Ableitungen 
keine  Zeichenwechsel  vorhanden  sind.  Es  gibt  folglich  keine  Wurzeln 
zv^'ischen  x  =  -}-  0.4  und  x  ^=  -{-  oo.  Dagegen  fanden  wir  oben  für  x  = 
+  0.2  in  der  Reihe  der  Ableitungen  zwei  Zeichen wechel.  Es  könnten 
also  zNvischen  a;  =  +0.2  und  x  =  +0.4  zwei  Wurzeln  liegen.  Man 
kann  sich  aber  sogleich  überzeugen,    daß  keine  Wurzeln  in  dem  Inter- 

/(■') 
vall  liegen.     Denn  da  /^'^^  positiv  ist,  so  nimmt  -—  mit  wachsendem  z  zu, 

4! 

und  da  die  Werte  iiir  x  —  -{-  0.2  und  x  =  +  0.4  positiv  sind,  so  ist  /<^^ 

in  dem  ganzen  Intervall  positiv.     Folglich  wächst  -—   mit  wachsendem  x 

von  — 2.67  bis  +  4.72.  Daraus  ergibt  sich,  daß  /"  {x)  zunächst  abnimmt 
und  dann  wieder  zunimmt.  Da  aber  die  Abnahme  nicht  stärker  sein  kann 
als  — 2.67  X  3!  auf  die  Einheit  der  Zunahme  von  a-,  und  also  auf  eine  Zu- 
nahme von  0.2  nicht  mehr  als  — 2.67  x  31  X  0.2  =  — 3.2,  so  kann  /" 
in  dem  Intervall,  wenn  es  überhaupt  negativ  wird,  nicht  kleiner  sein  als 
+  0.61  X  2!  — 3.2  =  — 2.0  und  /'  kann  mithin  mit  wachsendem  x  nicht 
stärker  abnehmen  als  —  2.0  X  0.2  =  —  0.4,  wenn  es  überhaupt  abnimmt. 
Somit  bleibt  /',  da  es  für  x  =  0.2  den  Wert  +  2.45  hat,  in  dem  ganzen 
Intervall  positiv,  und  /  {x)  muß  infolgedessen  mit  wachsendem  x  von 
+  0.29  bis  +  0.79  wachsen  und  kann  daher  nicht  verschxWnden. 

Die  Gleichung  hat  daher  drei  und  nicht  mehr  als  drei  reelle  Wurzeln. 
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Die  genauere  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  geschieht  ebenfalls 
zweckmäßig  mit  Benutzung  des  Schemas,  nach  dem  die  Reihe  der  Ab- 
leitungen gefunden  wird. 

Beispiel.  Es  soll  die  Wurzel  zwischen  x  +  0.2  und  x  =  0  genauer 
berechnet  werden. 

1.  Näherungswert  x  =  0.1. 

Man  berechne  zunächst  /  (0.1)  und  /'  (0.1). 

+  7     0     —5.47+3.33    +1.72      —0.15 
+  0.7  +  0.07  —  0.54    +  0.279    +  0.1999 

0.7—5.40  +  2.79    +  1.999    +  0.0499"=  /  (0.1) 
0.7  +  0.14—0.526  +  0.2264 


1.4  —  5.26  +  2.264  +  2.2254  =  /'  (0.1 ). 

Setzt  man  die  Wurzel  gleich  0.1  +  u  und  vernachlässigt  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  in  u,  so  ergibt  sich  für  u  die  Gleichung 
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0.0499  +  2.2254  ii  =  0, 
^-  i-  u  =  —0.022, 


also  für  die  Wurzel 


x=  +  0.078. 


Dies  ist  ein  neuer  Näherungswert,  den  man  nun  in  derselben  Weise 
behandeln  kann: 

+  7       0       —5.47+3.33  +  1.72    —     0.15 
+  0.55       0.04—0.42  +  0.227  +      0.1519 
+  0.55  —  5.43  +^91  +  1.947  +      0.0019  =  /  (0.078) 
+  0.55  +  0.86—0.36  +  0.199 

1.10—4.57  +  2.55  +  2.146  =/'  (0.078). 

Das  gibt  die  neue  Verbesserung 

—  j  =  ~  0.0009 

und  den  Wurzelwert  x  =  -\-  0.0771. 

Da  man  sieht,  daß  /'  in  dem  Intervall  vom  Näherungswert  bis  zur 
Wurzel  seinen  Wert  in  den  ersten  beiden  Stellen  2.1  kaum  mehr  ändert, 

/  .  1 

so  ist  die  Verbesserung  — -—  auch  auf  weniger  als  —  ihres  Betrages  richtig, 

und  die  Wurzel  +  0.0771  ist  auf  weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  letzten 
Stelle  genau. 

Will  man  die  Wurzel  genauer  berechnen,  so  kann  man  entweder  in 
derselben  Weise  fortfahren,  wobei  dann  aber  mit  mehr  Stellen  als  bisher 
gerechnet  werden  müßte,  oder  man  kann  von  vornherein  die  Rechnung 
in    einer  etwas  andern  Weise  durchführen. 

Man  kann  nämlich  gleich  mit  dem  ersten  Näherungswert  0.1  nicht 
nur  /  (0.1)  und  /'  (0.1),  sondern  auch  die  Werte  der  übrigen  Ableitungen 
ausrechnen. 


1.4  —  5.26  +  2.264  +  2.2254  =  /'  (0.1) 
0.7+0.21-0.505      ^„^^^^j 


2.1—5.05  +  1.759  = 
/'"  (0.1) 


2! 
0.7  +  0.28 


2.8  —  4.77  = 
0  7 

^■^  -       4!      • 
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Setzt  man   die   Wurzp!   g!oich  0.1  -^  ii,    so  ist   u  eine   Wurzel   der 
Gleichung 

7  11^  +  3.5  u*  —  1.77  11^  -  1.759  u^  -  2.2254  u  ^  0.0499  =  0. 
Man  rechnet  nun  mit  dieser  Gleichung  weiter.    Wenn  man  keine 
rechnerischen   Hilfsmittel  benutzt,   so  geht  man  jedesmal   nur   um  eine 
Ziffer  weiter  und  setzt  z.  B. 

11  =  ~  0.02  ^  h 
7     ^.3.5       -4.77    +1.759    ^2.2254       r  0.0499 

—  0.14  —  0.067  -f  0.0967  -  -  0.037114  ^  0.04376572 
+  3.36  —  4.837  +  1.8557  -r  2.188286  +  0.00613428 

—  0.14  —  0.064  +  0.0980  -  0.039074 
-f  3.22—4.901  +  1.9537  +  2.149212 

—  0.14  -- 0.062  +  0.0973 


+  3.08  —  4.963  -r  2.0510 
—  0.14—0.059 


+  2.94—5.022 
—  0.14 


-i-  2.80 
Mithin 
7  ¥  +  2.80  h*  —  5.022  ¥  +  2.0510  h^  +  2.149212  h  +  0.00613428  =  0. 
Die  letzten  beiden  Glieder  geben  dann  als  nächsten  Schritt 

Ä  =-  —  0.003   i-  k. 

Man  braucht  nun  bei  den  ersten  Koeffizienten  nicht  mehr  alle  Stellen 
aufzuführen,  weil  eine  Vernachlässigung  in  den  ersten  Koeffizienten  für 
die  letzten  Koeffizienten  nur  eine  vieL  kleinere  Vernachlässigung  nach 
sich  zieht. 

7     +2.80  —5.022   +2.0510     -2.149212    -  0.00613428 
—  0.02  —0.008  +0.0151  ^0.000198  -- 0.00642904 


2.78  —5.030  +2.0661  +2.143014  —0.00029476 
0.02  —0.008  +0.0151  —0.006244 


+  2.76  —5.038  +  2.0812  ~  2.136770 

—  0.02  —0.008  +0.0151 
+  2.74  ^  5.046  +  2.0963 

—  0.02  —0.008 


2.72  —5.054 
—  0.02 


+  2.70. 

Runge,  Praxis  der  Cleichimgeii. 
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Aus  den  letzten  beiden  Gliedern  ergibt  sich  wieder  die  folgende  Ver- 
besserung. Man  kann  nun  aber  auch  gleich  mehr  Stellen  der  Wurzel 
finden,  indem  man  bemerkt,  daß  der  vorletzte  Koeffizient  bis  etwa  zur 
dritten  Dezimale  hin  durch  die  folgenden  Scliritte  nicht  mehr  geändert 
wird.  Man  kann  daher  die  Division  des  letzten  Koeffizienten  durch  den 
vorletzten  gleich  weiter  ausführen  und  erhält  den  Zuwachs,  der  an  dem 
so  weit  gefundenen  Näherungswert  der  Wurzel  anzubringen  ist  bis  auf 
einen  Fehler  von  weniger  als  -ä^^. 


2.1368 


0.00029476 
21368 


0.0001379 


8108 
6410 
1698 
1496 


202 

192. 

Die  Wurzel 

ist 

also 

0.1 

—  0.02 

—  0.003 

+  0.0001379 

+  0.0771379. 

Man 

kann 

auch 

,  anstatt 

h==—  0.003  +  k 

einzufüliren  und  die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  k  vorzunehmen, 
durch  das  oben  besprochene  Iterationsverfaliren  den  Wert  von  h  mit  der 
gewünschten  Genauigkeit  ermitteln,  indem  man  die  Gleichung  für  h  auf 
die  Form  bringt: 

0.00613428 

^  ^  ~  2.149212  +  2.0510  h  —  5.022  h^  +  2.8  Ä^  +  7  A** 

Für  kleine  Werte  von  h  ist  die  rechte  Seite  nur  schwach  von  h  abhängig. 
Liegt  z.  B.  h  zwischen  0  und  — 0.003,  so  liegt  der  Nenner  der  rechten 
Seite  zwischen  2.1493  und  2.1430  und  daher  liegt  h  zwischen 


0.00613428 
2.1493 


und 


0.00613428 
2.1430 


oder  zwischen 


—  0.002854  und  —0.002863. 
Hiermit  können  wir  nun  den  Nenner  der  rechten  Seite  viel  genauer  er- 
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mittein.    Wir  finden  ihn,  indem  wir  h  =  — 0.00286  einsetzen,  bis  auf  etwa 
eine  Einheit  der  5ten  Dezimale  genau  gleich 

2.14330 
und  somit 

0.00613428 


h  = 


2.14330 

genau  bis  auf  etwa  10~"^  seines  Betrages. 
Zweites  Beispiel: 

i  {x)  =  21  xi3  —  53  x'  +  65  a;5  +  312  x^  —  74  =  0. 

Die  Reihe  der  Koeffizienten  gibt  3  Zeichenwechsel.  Daher  hat  die 
Gleichung  entweder  drei  oder  eine  positive  Wurzel.  Verwandelt  man  x 
in  — X,  so  ergeben  sich  4  Zeichen  Wechsel ;  es  gibt  daher  entweder  4  oder 
2  oder  gar  keine  negativen  Wurzeln. 

Die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  x  —  1  werde  in  der  oben  be- 
schriebenen Weise  begonnen: 

21        0        0        0  0  0—53         0+65  0  0+312  0—74 

+  21  +  21  +  21  +    21  +    21  +    21  —  32  —  32  +    33  +    33  +    33  +  345  +  345 
+  21  +  21  +  21  +    21  +    21  —    32  —  32  +  33  +    33  +    33  +  345  +  345  +  271 

+  21  +  42  +  63  +    84  +  105  +  126  +  94  +  62  +    95  +  128  +  161  +  506    

+  42  +  63  +  84  +  105  +  126  +    94  +  62  +  95  +  128  +  161  +  506  +  851 

Da  hier  alle  Zahlen  der  Horizontalreihe  positiv  sind,  so  braucht  man 
nicht  weiter  zu  rechnen,  um  zu  erkennen,  daß  außer  /  (1)  und  /'  (1)  auch 
alle  übrigen  Koeffizienten  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  x  —  1 
positiv  sind.  Denn  die  weiteren  Zahlen  ergeben  sich  ja  durch  bloße  Ad- 
ditionen von  positiven  Zahlen.  Es  gibt  daher  keine  positiven  Wurzeln, 
die  größer  als  1  sind.  Man  erkennt  ferner  sogleich,  daß  /'  {x)  für  a:  =  0 
bis  1  nur  positiv  sein  kann.    Denn  in  der  Summe 

21  X  13  a;i2  _  53  X  7  a;«  +  65  X  5  a;4  +  312  X  2  a; 

wird  für  a;  =  0  bis  1  das  negative  Glied  —  53  X  7  a;'  schon  von  dem  Gliede 
312  X  2  a;  überwogen.  /  (a;)  nimmt  deshalb  in  diesem  Intervall  mit  wach- 
sendem X  zu  und  kann  mithin  zwischen  a:  =  0  und  a:  =  1  nur  eine  Wurzel 
haben.  Folglich  besitzt  die  Gleichung  eine  und  nur  eine  positive  Wurzel. 
Es  sei  die  Aufgabe,  diese  Wurzel  zu  berechnen. 

Unter  Vernachlässigung  dor  Glieder  höherer  Ordnung  setzen  wir 
statt  /  (a:)  =  0  die  Gleichung 

312a;2— 74  _o 

und  erhalten  daraus,  indem  wir  uns  auf  2  Dezimalen  beschränken,  als 
erste  Näherung 

X  =  0.49. 

7* 
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Nun  werden,  um  eine  genauere  Annäherung  zu  finden,  die  Werte 
/  (0,49)  und  /'  (0,49)  berechnet.  Dabei  können  bei  den  Koeffizienten  der 
höheren  Potenzen  die  Rechnungen  bei  einer  geringen  Anzahl  von  Stellen 
durchgeführt  werden,  weil  die  Werte  von  /  und  /'  nur  wenig  davon  beein- 
flußt werden.  Es  genügt  bis  zum  Koeffizienten  von  x^  die  Genauigkeit 
des  Rechenschiebers: 


+  21 


0 
10.3 


+  10.3 
+  10.3 


20.6 


0 
+    5.04 

+    5.04 
+  10.1 


0 

+  2.47 


+  2.47 

+  7.4 


15.1       +  9.9 


0 
+  1.21 


+  1.21 
+  4.85 


+  6.06 


0 
0.59 


—  53  0 

+    0.291  —25.^ 


+  0.59 
+  2.97 


—  52.7  I 

+    1.74! 


25.8 
25.0 


3.56 


51.0      —50. 


+  65 
—  12.6 

0 
+  25.7 
+  25.7 
^  13.5 

0 
+  12.6 

^312 
+   6.18 

0 
+  155.91 

—  74 
+  76.396 

+  52.4 
—  24.9 

+  12.6 
+  19.2 

+  31.8 

+  318.18 
+  15.6 

-^  155.91 

+  163.6 

+  2.396  = 

/  (0.49) 

+  27.5 

+  39.2 

+  333.8 

+  319.5  = 

--  r  (0.49) 

/(0.49) 
Die  Verbesserung  —  :^777r7nT  ergibt  sich  gleich  — 0.00/5,  so  da!.!  wir 


/'  (0.49] 


für  die  Wurzel  erhalten: 


0.4825. 


W'ird  die  Rechnung  mit  diesem  Werte  wiederholt,  so  ist  für  die 
höheren  Koeffizienten  etwa  bis  a'  die  Genauigkeit  des  Rechenschiebers 
immer  noch  ausreichend,  falls  man  die  Berechnung  der  Wurzel  nicht  sehr 
viel  weiter  treiben  \vi]I. 

+  21  0  0  0  0  0—53  0 

+  10.1  +  4.88  +  2.36  +  1.14  +  0.55  +    0.27—25.44 


+  10.1  +  4.88  +  2.36  +  1.14  + 

+  65      0      0   +  312 
—  12.27  +  25.44  +  12.27  4-   5.920 


0.55—52.73—25.44 

0         —74 
+  153.396  +  74.014 


+  52.73  +  25.44  +  12.27  -  317.920  +  153.396  +    0.014 

Wo  die  Genauigkeit  des  Rechenschiebers  nicht  mehr  ausreicht,  kann 
man  für  die  Multiplikationen  mit  der  vierziffrigen  Zahl  4825  Rechentafeln 
mit  Vorteil  anwenden  *).  Da  der  Faktor  0.4825  immer  derselbe  bleibt, 
so  fällt  das  zeitraubende  Blättern  fort. 

Der  Wert  von  /'  ändert  sich  nur  wenig.  Wenn  man  nur  die  nächste 
Stelle  der  Wurzel  noch  haben  will,  so  genügt  es,  den  vorigen  Wert  zu 
nehmen.     Damit  erhält  man  die  Verbesserung 


•)  z.  B.  Rechentafeln  von  Ludwig  Zimmermann,  große  Ausgabe. 
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—  0.00004 
und   damit  für  die  Wurzel  den  Wert 

0.4824G. 
Wollte  man    die  ^Vurzel  noch  genauer  finden,  so  würdi-  es  nötig  sein,  den 
Wert   von  /  (a)  genauer  als  bisher  zu  berechnen. 


§  18.     Graphisches  Rechnen. 

Die  Berechnung  einer  ganzen  Funktion  nach  der  Methode,  die  auf 
S.  81  und  82  beschrieben  wurde,  kann  auch  ganz  zweckmäßig  auf  graphi- 
schem Wege  ausgeführt  werden. 

Um  den  Wert  von 


J'  -r  (i. 


«0  -r"  +  r/j  x"-^  4-  a,  .r'—^  ^ 'r     ..    . 

für  X  =  p  zu  finden,  zeichnet  man  zunächst  ein  Dreieck,  bei  dem  zwei 
Seiten  die  Längen  1  und  p  besitzen.  Wird  nun  ein  diesem  Dreieck  ähn- 
liches konstruiert,  bei  dem  die  der  Seite  1  entsprechende  Seite  die  Länge  a„ 
hat,  so  hat  die  der  Seite  p  entsprechende  die  Länge  a^  p.  Fügt  man  hierzu 
die  Länge  a^,  so  hat  man  damit  h^  =  cIq  p  -^  a^.  In  derselben  Weise  findet 
man  bo  =  ftj  /?  -f  «2  usw. 

Die   ähnlichen  Dreiecke  werden   zweckmäßig  rechtwinklig  gewählt 
und  auf  Millimeterpapier  in  der  folgenden  Weise  gezeichnet. 
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Von  einem  Punkt  0  ausgehend  trage  man  die  Länge  1  nach  einer 
Richtung  und  die  Länge  p  senkrecht  dazu  ab:  ö  ^o  =  1,  0  Bq  =  p.  Wir 
setzen  p  zunächst  als  positiv  voraus..  Jetzt  werde  die  Länge  Of,  in  der 
Richtung  0  A^  oder  der  entgegengesetzten,  je  nachdem  Oq  positiv  oder 
negativ  ist,  von  0  aus  abgetragen:  ö  ^^  =  aQ.  Zieht  man  nun  A^B^ 
parallel  ^o  ^o?  so  wird  0  B^  =  ciq  p,  wobei  0  B^  positiv  oder  negativ  zu 
rechnen  ist,  je  nachdem  B^  auf  derselben  Seite  von  0  liegt  wie  5„  oder 
auf  der  entgegengesetzten  Seite.  Jetzt  trage  man  von  0  aus  die  Länge  —  a^ 
in  der  Richtung  0  Bq  oder  der  entgegengesetzten  auf,  je  nachdem  —  a^ 
positiv  oder  negativ  ist :  0  B  ^=  —  a^,  dann  ist 

B  Bj  ^  (Iq  p  i-  öl  =  b^. 

Dabei  ist  B  B^  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  die  Richtung 
B  nach  B^  der  Richtung  0  nach  Bq  gleich  oder  entgegengesetzt   ist. 

Um  nun  B  B^  mit  p  zu  multiplizieren,  braucht  man  nur  in  B^  eine 
Senkrechte  auf  A^B^  zu  errichten  und  so  das  rechtwinklige  Dreieck  B^  B  Cj 
zu  konstruieren.  Das  Dreieck  B^B  C^  ist  dem  Dreieck  A^OB^  ähnlich 
und  die  Seiten  B  B^  und  B  C^  verhalten  sich  wie  1  zu  p.     Mithin  ist 

BC^  =  h^  p. 

Dabei  ist  B  C^  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  die  Richtung 
von  B  nach  Cj  zu  der  Richtung  von  0  nach  Bq  ebenso  oder  entgegengesetzt 
liegt,  wie  die  Richtung  von  0  nach  Bq  zu  der  von  0  nach  A^^.  Um  h^p  -\-  a.^ 
zu  erhalten,  trägt  man  wieder  —  Og  von  B  aus  ab;  B  C  =  —  a2  und  zwar 
in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  in  dem  eben  definierten  Sinne, 
je  nachdem  —  a^  positiv  oder  negativ  ist.  Dann  ist  C  C^  —  b^  p  -[-  a.^  =  b^, 
wobei  wieder  C  C^  positiv  oder  negativ  zu  rechnen  ist,  je  nachdem  die 
Richtung  von  C  nach  C^  die  positive  oder  die  negative  ist.  So  kann  man 
fortfahren  und  aus  C  C^  —  b^  in  der  analogen  Weise  D  D-^  =  b^,  p  -\-  a^ 
finden  usw.  Dabei  ist  C  D  =  — a^  und  die  positive  Richtung  ist  die- 
jenige, welche  zu  der  positiven  Richtung  auf  der  Geraden  B  C  C^  ebenso 
liegt  wie  die  Richtung  von  0  nach  Bq  zu  der  von  0  nach  A^. 

In  der  Fig.  1  ist  z.  B.  der  Wert  der  ganzen  Funktion  dritten  Grades 
1.85  x^  +  1.61  a;2  —  2.44  x  +  0.79  f ür  a;  =  1.08  konstruiert.  Die  Zeichnung 
gibt  Z)  i)i  =  +  2.40,  was  ein  wenig  zu  groß  ist. 

Der  Vorteil  dieser  Anordnung  der  ähnlichen  Dreiecke  besteht  darin, 
daß,  wenn  man  nun  den  Wert  von  p  ändert,  die  Punkte  A^,  A^,  B,  C,  D 
usw.  liegen  bleiben  und  nur  i?o,  5^,  C^,  D^  usw.  sich  ändern.  Es  braucht 
z.  B.  bei  einer  ganzen  Funktion  dritten  Grades  nur  die  gebrochene  Linie 
^1  ^1  ^1  -^1  J16U  gezogen  zu  werden.  Die  Linie  Aq  Bq  braucht  man  dabei 
zunächst  noch  gar  nicht  zu  ziehen,  wenn  man  den  Wert  von  p  finden  will, 
für  den  Dj  D  verschwindet.     Hat  man  die  Lage  der  gebrochenen  Linie 
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.4i  Bi  Ci  D^  gefunden,  bei  der  D^  mit  D  zusammenfällt,  so  kann  man  nun- 
mehr durch  A^y  eine  Parallele  zu  A^B^  ziehen  und  damit  p  selbst  kon- 
struieren. Ist  dabei  0  Aq  klein  gegen  O  ^j,  so  tut  man  gut,  die  Parallele 
zu  A^B^  nicht  durch  Aq,  sondern  durch  einen  Punkt  A'  zu  legen,  der 
z.  B.  zehnmal  soweit  von  0  entfernt  ist.  Dann  erhält  man  p  im  zehn- 
fachen Maßstab.  Wird  p  negativ,  so  fällt  der  Punkt  Bq  auf  die  entgegen- 
gesetzte Seite  von  0\  die  positiven  Richtungen,  die  in  Fig.  1  durch  Pfeile 
bezeichnet  sind,  bleiben  dagegen  dieselben  wie  vorher. 

Bei  einer  Gleichung  zweiten  Grades  muß  C  C^  verschwinden.  Hier 
haben  wir  es  also  nur  mit  der  gebrochenen  Linie  A-^^  B^  C^  zu  tun.  Damit 
Cj  mit  C  zusammenfalle,  muß  B^  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Durch- 
messer A^  C  ist.  Man  hat  also  nur  nötig,  um  den  Halbierungspunkt  von 
.4j  C  mit  dem  Radius  \  AyC  einen  Kreis  zu  schlagen,  um  die  beiden  Lagen 
von  B^  und  damit  die  beiden  Punkte  B^  zu  konstruieren,  welche  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  darstellen. 

Bei  einer  Gleichung  dritten  Grades  soll  D  mit  D^  zusammenfallen. 
Nun  bewegt  sich,  wenn  B^  die  Gerade  B  0  durchläuft,  der  Punkt  D^  auf 
der  Geraden  CD.  Die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  B^  und  D^  be- 
wegen, verhalten  sich  wie  Oq  zu  3  a^  a;^  +  2  a^  o?  -j-  a^.  Der  Punkt  D^  wird 
daher  seine  Bewegung  nur  dann  umkehren,  wenn  "i  üq  x^ -\- 2  a-^  x -{- a^ 
sein  Zeichen  wechselt.  Die  betreuenden  Werte  von  x  sind  die  Wurzeln 
der  Gleichung  zweiten  Grades 

3  ÖQ  a;2  +  2  a^  X  +  ö.,  =  0, 

die  man  in  der  eben  beschriebenen  Weise  konstruieren  kann,  voraus- 
gesetzt, daß  sie  reell  sind.  Mit  diesen  beiden  Werten  von  x  findet  man 
die  beiden  Punkte  Z)^,  D^  auf  der  Geraden  D  C,  in  denen  die  Bewegung  von 
D^  umkehrt.  Durchläuft  nun  der  Punkt- ^^  die  ganze  unendliche  Gerade 
B  0  von  —  X  bis  -j-  cx),  so  geht  die  Bewegung  von  Z)i  in  der  folgenden 
Weise  vor  sich.  D^  kommt  aus  dem  negativ  Unendlichen  und  bewegt  sich 
bis  D^,  kehrt  dann  um  bis  D^,  kehrt  hier  abermals  um  und  bewegt  sich 
nach  der  andern  Seite  ins  positiv  Unendliche.  Je  nachdem  nun  D  zwischen 
D2  und  2)3  liegt  oder  nicht,  wird  dieser  Punkt  dreimal  oder  nur  einmal 
passiert.  Je  nachdem  hat  also  die  Gleichung  dritten  Grades  drei  Wurzeln 
oder  nur  eine.  Wenn  dagegen  die  Gleichung  zweiten  Grades  3  a^,  x^ 
-r  2  öj  a;  -f  Og  =  0  keine  reellen  Wurzeln  hat,  so  kehrt  die  Bewegung  des 
Punktes  D^  nicht  um,  sondern  beschreibt  die  ganze  Gerade  C  Z)  in  dem- 
selben Sinne.  In  dem  Falle  unserer  Zeichnung  (Fig.  2)  z.  B.  liegt  D  eben 
außerhalb  D^,  D^.  Die  Gleichung  hat  daher  nur  eine  Wurzel.  Um  sie  zu 
finden,  sucht  man  zwei  Lagen  von  By  auf,  für  die  die  beiden  Lagen  von 
Z>j  dem  Punkte  D  von  entgegengesetzten  Seiten  nahe    kommtn.     Dann 
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Fig.  2. 

teilt  man  die  kleine  Strecke  zwischen  den  beiden  Lagen  von  B^  nach  dem 
Augenmaß  in  demselben  Verhältnis,  in  dem  D  die  kleine  Strecke  zwischen 
den  beiden  Lagern  von  D^  teilt.  Mit  dem  so  gefundenen  Punkt  B^  macht 
man  die  Konstruktion  des  zugehörigen  Punktes  D^.  Fällt  er  noch  deutlich 
neben  Z),  so  ändert  man  B^  ein  wenig,  so  daß  D^  eben  auf  die  andere  Seite 
von  D  rückt,  und  teilt  dann  \vieder  die  Strecke  z^viscllen  den  beiden  Lagen 
von  By  nach  dem  Augenmaß  in  demselben  Verhältnis,  in  dem  D  die  Strecke 
z\vischen  den  beiden  Lagen  von  D^  teilt.  So  findet  man  die  gesuchte  Lage 
von  B^  alsbald  so  genau,  wie  die  Zeichnung  es  überhaupt  zuläßt.  Ist  diese 
Genauigkeit  nicht  groß  genug,  so  wdrd  es  im  allgemeinen  nicht  lohnen, 
die  Zeichnung  im  größeren  Maßstab  sorgfältiger  zu  wiederholen,  sondern 
es  wird  besser  sein,  den  gefundenen  rohen  Näherungswert  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  rechnerisch  zu  verbessern.  Die  Fig.  2  stellt  die 
Gleichung 

18.5  x^  +  16.1  x^  -^24.4  x +  1.9  =  0 
dar  und  gibt  für  die  Wurzel  den  Näherungswert  —  1.75. 

Zur  Verbesserung  dieses  Wertes  findet  man  mit  dem  Rechenschieber 
nach  dem  oben  beschriebenen  Schema: 


18.5  +  16.1  —24.4  +  7.9 

—  32.4  +28.5  —7.2 

—  16.3  -f    4.1  +X7 

—  32.4  +85.1 


0.7 


89.2 


=  —  0.008. 


.7 


89.2 
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]>i<'  \Mirzel  isl  also 

—  1.758. 

Hier  ist  die  letzte  Stelle  nicht  mehr  sicher,  weil  der  Wert  der  Funk- 
tion -f  0.7  um  eine  halbe  Einheit  der  ersten  Dezimale  und  daher  die  Ver- 
besserung —  0.008  um  mehr  als  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Dezimale 
fehlerhaft  sein  kann.  Zur  Probe  möge  mit  dem  Näherungswerte  —  1.758 
die  Rechnung  noch  einmal  gemacht  werden,  wolu>i  statt  des  Rechen- 
schiebers eine  Rechentafel  angewendet  wird. 

18.5     +16.1       —24.4  +7.9 

—  32.523  -i   28.871634  —7.86113 

—  16.423  +  "4.471634^+003887 

—  32.523  +  86.047068 
"^48.946  +  9052 

—  32.523 


—  81.469. 
Die  nächste  Verbesserung  würde  der  Gleichung 

18.5  /{3  —  81.469  u^  +  90.52  u  +  0.03887  -  0 

zu  genügen  haben.     Nimmt  man  u  ^  — 0.0004,  so  wird  der  Ivoeffizient 

1 

90.52  beim  Weiterrechnen  nur  noch  um  weniger  als  — --.    seines  Betrages 

"  2000  ^ 

0.03887  1 

geändert.     Man  kann  daher  gleich  die  Division  —  tt;.  -.^    etwa  auf   .„„,, 

9U.o2  2Ü0Ü 

ausführen  und  erhält 

u=^  -  0.000429, 

demnach  als  Winvel     der  gegebenen  Gleichung 

— 1.758429. 

Als  zweites  Beispiel  möge  die  oben  auf  anderem  Wege  behandelte 
Gleichung 

7  .r5  —  5.47  x^  +  3.33  x^  +  1.72  a;  —  0.15  =  0 
dienen  (vgl.  Fig.  3). 

ß  fällt  in  diesem  Falle  mit  0  zusammen,  weil  der  Koeftizient  von  x^ 
Null  ist.  Die  gebrochenen  Linien  selbst  werden  am  besten  mit  Bleistift 
eingezeichnet,  während  die  festen  Linien,  auf  denen  ihre  Ecken  liegen 
müssen,  mit  Tinte  oder  Tusche  ausgezogen  werden.  Die  verschiedenen 
Lagen  des  ersten  Eckpunktes  sind  in  der  Figur  in  der  Reihenfolge,  in  der 
sie  liegen,  mit  1,  2,  3,  .  .  .,  16  bezeichnet.  Die  entsprechenden  Punkte 
auf  der  Geraden  E  F  tragen  dieselben  Xnmmern.  Diese  liegen  nun  aber 
nicht  in  derselben  l>eihenfolge.    Die  punkte  1,  2,  'A  folgen  von  links  naeh 
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rechts  aufeinander,  die  Punkte  3,  4,  5,  6,  7,  8  dagegen  von  rechts  nach 
links  und  die  Punkte  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16  wieder  von  links 
nach  rechts.  Der  Punkt  1  auf  der  ersten  Geraden  ist  so  weit  links  gewählt, 
daß  allen  Punkten,  die  noch  weiter  links  liegen,  Punkte  auf  der  zweiten  Ge- 
raden entsprechen,  die  weiter  nach  links  liegen  als  der  Punkt  1  der  zweiten 
Geraden.  Man  erkennt  dies  sogleich  daran,  daß  die  dem  Punkt  1  ent- 
sprechende gebrochene  Linie  immer  nur  nach  derselben  Seite  hin  umbricht. 
Der  letzte  Punkt  16  der  ersten  Geraden  ist  so  weit  rechts  gewählt,  daß 
allen  Punkten,  die  noch  weiter  rechts  liegen,  Punkte  der  zweiten  Geraden 
entsprechen,  die  weiter  rechts  liegen  als  der  Punkt  16  der  zweiten  Geraden. 
Man  erkennt  dies  wieder  daran,  daß  die  entsprechende  gebrochene  Linie 
nur  nach  einer  Seite  hin  umbricht.  Zugleich  sind  die  Punkte  1  und  16 
der  ersten  Geraden  so  weit  auseinandergerückt,  daß  die  entsprechenden 
Punkte  1  und  16  der  zweiten  Geraden  den  Punkt  F  zwischen  sich  haben. 
Nun  hat  man  zu  untersuchen,  wo  bei  der  Bewegung  auf  der  ersten  Geraden 
der  entsprechende  Punkt  der  zweiten  Qeraden  mit  F  zusammenfällt.  Es 
geschieht  dreimal,  erstens  nahe  bei  2,  zweitens  nahe  bei  6  und  drittens 
zwischen  9  und  10.  Man  erhält  so  auf  der  ersten  Geraden  drei  Punkte, 
deren  Abszissen  von  0  aus  gerechnet  den  drei  Wurzeln  der  Gleichung  pro- 
portional sind.  Die  Wurzeln  selbst  sind  die  Verhältnisse  dieser  Abszissen 
in  0  A.  Man  konstruiert  die  Werte  der  Wurzeln  selbst,  indem  man  die 
Punkte  rmlA  verbindet  und  durch  Aq,  wo  0  ^^  =  10  ist,  Parallelen  zu  den 
Verbindungslinien  zieht.  In  diesem  Falle  ist  es  bequemer,  die  Abszissen 
durch  O  A  =  1  zu  dividieren.  Die  Abszissen  der  Punkte  2  und  6  auf  der 
ersten  Geraden  sind  — 7  und  — 3.  Der  zwischen  9  und  10  zu  inter- 
polierende Punkt  hat  etwa  die  Abszisse  +  0.7.  Für  die  Wurzeln  erhält 
man  demnach: 

x^  =  —  1.0 

x,  =  —  0.43 

x^  =  -f  0.1. 
Die   dritte   Wurzel   haben   wir   schon    oben   genauer   berechnet   zu 
+  0.0771379.    Um  auch  die  andern  Wurzeln  genauer  zu  finden,  würde  man 
das  oben  beschriebene  Verfahren  von  Newton  anwenden  können. 
1.  Näherung:  —  1.0. 

+  7        0—   5.47  4-    3.33 -f    1.72—0.15 

—  7+7       —    1.53  —    1.80  -f  0.08 

—  7 -f    1.53 -f    1.80—   0.08—0.07 

—  7  +  14      — 15.53  +  13.73 


— 14  +  15.53  — 13.73  +  13.65 

0.07 
Korrektur:   +  — -—  =  0.0051. 
13.65 
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Hier  ist  es  wegen  des  runden  Wertes  der  Näherung  vorteilhaft,  die  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  rr  +  1  zu  machen  und  demnach  fortzufahren : 
— 14  +  15.53  — 13.73  +  13.65 

—  7+21       —36.53 

—  21  +36.53  —50.26 

—  7+28 


—  28  +  64.53 

—  7 

Wir   haben   dann,   wenn   x  -}-  l  —  u   geschrieben   wird,    für    u   die 
Gleichung: 

7  u-5  —  35  w*  +  64.53  u^  —  50.26  u^  +  13.65  u  —  0.07  =  0. 
1.  Näherung:  Ji  =  +  0.0051. 
Mit  der  Rechentafel  erhält  man: 
7—35  +64.53      —50.26      +13.65      —0.07 

+  0.0357  —  0.1783  +  0.3282  —  0.2546  +  0.068316 
—  34.9643  +  64.3517—49.9318  +  13.3954—0.001682 
+    0.036    —   0.178    +    0.328    —   0.253 


—  34.928    +64.174    —49.60      +13.14. 

Die  vorletzte  Reihe  ist  genau  genug  mit   dem  Rechenschieber  zu 

erhalten. 

0.00168?, 
Korrektur:  +  — ttttt-  =  0.000128. 
13.14 

Mithin  ist  die  Wurzel:  Xj^  =  —0.994772. 

Um  auch  die  zweite  Wurzel  zu  finden,  setzen  wir: 

1.  Näherung:  — 0.4 

und   rechnen    die   Entwicklung   nach    Potenzen   von   x  +  0.4    mit   allen 

Stellen  aus. 

7         0     —5.47+3.33     +1.72      —0.15 

—  2.8  +  1.12  +  1.74     —2.028    +0.1232 
•         —   2.8—4.35+5.07    —0.308    —0.0268 

—  2.8  +  2.24  +  0.844  —  2.3656 


—  5.6  —2.11  +  5.914  —  2.6736 

—  2.8  +  3.36—0.500 


—  8.4  +  1.25  +  5.414 

—  2.8  +  4.48 

—  11.2  +  5.73 

—  2.8 

— 14.0. 
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Schreibt  man  .r  +  0.4  =  »,  so  genügt  also  u  der  Gleichung 

7  u^  —  14  u'  +  5.73  u^  +  5.414  u'  —  2.6736  u  —  0.0268  =  0. 

0.0268 
Korrektur : .^  =  —  0.010. 

Näherung:  /i  =  — O.Ol. 

7—14       4-5.73      -f  5.414     —2.6736    —0.0268 

—  0.07  +  0.1407  —0.05871  —0.05355  +  0.0272715 

—  14.07  ^  5.8707  +  5.35529—2.72715  ~  0.0004715 

—  0.07  +  0.1414—0.06012—0.05295 


—  14.14  4-  6.0121  +  5.29517—2.7801. 
Korrektur:   +  0.00017. 
Demnach  die  Wurzel: 

x.^  =  —  0.40983. 
Das  beschriebene  graphische  Verfahren  läßt  sich  nur  auf  Gleichungen 
anwenden,  in  denen  eine  ganze  rationale  Funktion  gleich  Null  gesetzt  ist. 
Wenn  die  Gleichung  nicht  auf  die  Form  e'ner  ganzen  rationalen  Funktion 
gebracht  werden  kann,  oder  wenn  die  Gleichung  sich  in  gebrochener  Form 
erheblich  einfacher  schreiben  läßt,  so  kann  man  die  graphische  Lösung  auf 
andere  Weise  bewirken.    Man  kann  z.B.  die  Gleichung  in  die  Form  bringen : 

/  l-^)  =  (p  {^)- 

Wenn  nun  die  beiden  Funktionen  /  {x)  und  cp  {x)  für  sich  in  ihrem 
Verlauf  bekannt  sind  oder  bequem  berechnet  werden  können,  so  kann  man 
jede  derselben  als  Ordinate  einer  Kurve  darstellen.  Dann  liefern  die  Ab- 
szissen der  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  die  Wurzeln  der  Gleichung. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung 

X  =  sin  {x  7t) 
gegeben,  so  zeichne  man  auf  quadriertem  Papier   die  gerade  Linie  y  —  x 
und  die  Sinuskurve  y  =  sin  {xjt).     Schon  eine  ganz  rohe  Zeichnung  läßt 
erkennen,  daß  die  Gleichung  außer  x  =0  zwei  und  nur  zwei  Wurzeln  in  der 
Nähe  von  .r  =  +  0.7  und  x  =  — 0.7  hat. 

Man  kann  nun  in  größerem  Maßstabe  die  Zeichnung  wiederholen, 
wobei  man  die  Punkte  nur  in  der  Nähe  von  rr  =  0.7  zu  konstruieren  braucht. 
Es  ist  aber  im  allgemeinen  zweckmäßiger,  die  genauere  Bestimmung  der 
Wurzel  durch  Rechnung  zu  machen. 

Mit  Hilfe  von  Sinustafeln  findet  man: 

sin  X  71  I        DifF. 


0.7 
0.72 

0.74 


0.80902  I  —0.10902 
0.77051  I  —0.05051 
0.72897  I  +  0.01103 
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Die  Änderung  der  Differenz  x  —  sin  {x  Ji)  in  dem  Intervall  0.7  bis 
0.72  ist  bis  auf 'etwa  5%  ihres  Betrages  gleich  ihrer  Änderung  in  dem 
Intervall  0.72  bis  0.74.  Soweit  etwa  können  wir  daher  die  Änderung  von 
X  — sin  {xTi)  zwischen  0.72  und  0.74  derjenigen  von  x  proportional  setzen. 
Unter  dieser  Voraussetzung  linden  wir  für  die  Wurzel: 

HO 
0.74—0.02  •-—  =0.7364. 
blo 

Genügt  diese  Genauigkeit  noch  nicht,  so  rechnen  wir  mit  diesem  und 
i'inem  benachbai'ten  Werte  noch  einmal: 


sin  X7i 


0.7364 
0.7365  ^ 

woraws  man  erhält 

X  =  0.7365 


0.736639 
0.736451 


Diff. 


0.000239 
0.000049 


Die  andere  Wurzel  ist  x 


X  =  0. 


0.0001  ---  =  0.736483. 

288 

=  — 0.736483,    abgesehen  von  dem  Wert 


Statt  der  Gleichung 


f  {x)  =    cp  {x) 


kann  man  auch  beim  graphischen  Auftragen  sowohl  wde  bei  der  genaueren 
Berechnung  die  Form 

log/  {x)  =  log(p  {x), 

oder  man  kann  irgendeine  andere  Funktion  des  Wertes  /  {x)  gleich  der- 
selben Funktion  des  Wertes  ip  {x)  setzen.  Dabei  wird  man  sich  von  dem 
Gesichtspunkt  leiten  lassen,  die  Berechnung  der  linken  und  rechten  Seite 
möglichst  zu  erleichtern.  Wenn  z.  B.  die  Werte  von  /  {x)  und  qy  [x)  doch 
mit  Logarithmen  berechnet  werden,  so  tut  man  besser,  bei  den  Logarithmen 
von  /  {x)  und  fp  {x)  stehenzubleiben  und  sich  das  Aufschlagen  der  Numeri 
zu  ersparen. 

Wenn  z.B.  bei  der  Lösung  der  Gleichung  x  —  sin  [n x)  =  0  nur 
logarithmisch  trigonometrische  Tafeln  zur  Verfügung  stehen,  so  schreibt 
man  die  Gleichung  in  der  Form 


0.7364 
0.7365 


iog  X  =  log  sin  tz  x. 
log  X        log  sin  71 X 


9.867114 
9.867173 


9.867269 
9.867144 


Differenz 


—  0.000155 
+  0.000029 
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Daraus  durch  Interpolation 

29 
X  =  0.7365  —  0.0001  •  j^  =  0.736484. 
184 


§  19.     Anwendung  der  Additionslogarithmen. 

Besteht  die  Gleichung,  deren  Wurzel  man  sucht,  aus  einer  Summe 
von  positiven  und  negativen  Gliedern,  so  ist  es  mitunter  zweckmäßig,  die 
positiven  Glieder- und  negativen  Glieder  auf  verschiedene  Seiten  zu  bringen, 
so  daß  in 

f  {x)  =  (p  {x) 

f  {x)  und  (p  {x)  Summen  von  positiven  Gliedern  bedeuten.      Indem  man 
nun  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 

log/  {x)  =  ]og(p{x), 

führt  man  die  Berechnung  der  beiden  Seiten   mit  Hilfe   von  Tafeln    der 
Additionslogarithmen  in  folgender  Weise  aus. 

Es  sei  f  {x)  =  P  -\-  Pi  -{-  •  •  •  +  Pjc  und  es  seien  die  Logarithmen 
von  P,  Pi .  .  .  Pj.  gefunden,  so  schreibe  man 

s^  =  P      +P^ 

52  ^  Si       -f-  P2 

53  =  ^2      +  P^ 

so  daß  also  s^  =  P  -\-  P^  -\-  •  •  ■  -\-  P^  wird. 

P 
Mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  findet  man  aus  log  —  den  Wert 

^1 
/P  \  5i  Pi         ,  .        .  ^1 

log  1 1"  M  ?  ^-  i-  ^og-^-    Wird  dazu  log  —  addiert,  so  ergibt  sich  log—. 

\Pi         I  Px  P2  "2 

Aus    log  —    findet    man    durch    die    Tafel    der    Additionslogarithmen 
^2 


'-  {^. 


1   ,    d.  i.  log—.    Wird   dazu   log—    addiert,    so    ergibt    sich 
/  °2  Pz 


log  — .    Aus    log  —  findet  man  durch  die  Tafel  der  Additionslogarithmen 

(^2  \  '^3 

-—  +1 1 ,  d.  i,  log—  usf.    Die  Rechnung  läßt  sich  in  folgendes  Schema 
"3        /  "3 

bringen.     Es  sei 
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p 

A  =  log  j^ 

(P 

ß  =  Iog(-  +  l 

^.  =  Iog;^ 

^2 
^3 

i?o  =  IOg     -^+1 
V^3 

.4,_,  =  log  ^    5,_i  =  log  (^  +  l) ' 

so  daß  also  mit  Hilfe  der  Tafel  der  Additionslogarithmen  der  Wert  von  B 
aus  dem  von  A  und  ebenso  B^  aus  A^^  B^  aus  ylg  ^^w.  gefunden  wird,  so 
hat  man 

A    =  log  i*  —  logi^i 

^j  =  5  +  log  i^i  —  log  ^2 

^2-5i  +  IogP.,^log/>3 


^^._i  =  5^_2  +  log  P^_x  —  log  P^ 


und  endlich 


log/(^-)=5,_:+logP,. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  log  99  {x). 
Sei  insbesondere 

f  {x)  =  a  :t"  +  ai  a;"'  + h  «a;  a;"^- 

99  (a;)  =  ä  a:"  +  ä^  a;"'  +  •  •  •  +  ä^  a;"' 

und  n  >  /ij  >  •  •  •  >  %,  /i  >  «1  >  •  •  •  >  W;.    Dann  ist  /*„  =  a^j  a;"«  und 
daher : 

log/><,  — logi^„+i  =  (/'„  — '?a+i)lßga;  +  loga„— loga^+i. 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung 

c   =  log  a  —  log  a^ 
Cj  =  log  «1  —  log  ag 

Ck-i  =  log  a„_x  —  log  Oi-, 
so  nimmt  das  Schema  zur  Berechnung  von  log/  (a;)  die  Gestalt  an: 

A   =  {n  —fii)  \og{x)  +  c 

^1  =  B  +  («1  —  Wo)  log  (a:)  +  Ci 


Ak_i  =  Bi._2  +  (%._i  —  ik)  log  a;  +  Ci._i, 
log  /  (a;)  =  Bk^i  +  n*  log  a:  +  log  a^. 
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Eine  analoge   Rechnung  liefert: 

log  (p  {x)  =  Bi_x  -\-  Tii  log  X  -f  log  7i/, 

so  daß  die  Gleichung  log  f  {x)  —  log  (p  (x)  in  der  Form  geschrieben  werden 
kann: 

B^._i  ~Bi_^  +  {/7^.  —  Tu)  log  X  -1-  log  aj,  ^  log  ä/  =  0. 

Es  sei  z.  B.  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

21  a;i3  —  53  a;'  4-  65  a;5  .^  3^2  rr^  —  74  =  0 

zu  berechnen.    Wir  schreiben  sie  in  der  Form 

log  (21  rri3  +  65  a;5  -f  312  x^)  =  log  (53  a'  ^  74) 
log    21  =  1.322219    c  =  9.509306  --  10     n  —  n^  -  8 


"2  =  3 
Tu  ^1 


log    65  =  1.812913     Cj  -  9.3187.58  —  10     /? 
log  312  =  2.494155 

log    53  =  1.724276    ~c  =9.855044—10     Ti 
log    74  =  1.869232 

'og  üj.  —  !og  üi  =  0.624923     Uj^  — -  n^  =  2. 

Die  beiden  Schemata  zur  Berechnung    von    log/(a;)  und  log  99  (a;) 
werden  hier  also 


.4   =  8  log  X  4 

A^=  B  +  d\ogx  4 

und  die  Endgleichung  wird 

B^—B~ 


9.509306  — 10 
9.318758  — 10 


A  =  1  log  x 
4-  9.855044  - 


10 


2  log  X  +  0.624923  =  0. 


Wir  fanden  oben  für  x  den  Wert  0.48246.  Es  soll  hier  die  Probe 
gemacht  werden,  indem  wir  die  linke  Seite  für  x  =  0.48245  und  für  x  = 
0.48246  ausrechnen  Die  Rechnungen  werden  für  beide  Werte  gleichzeitig 
gemacht;  dabei  fällt  für  den  zweiten  Wert  alles  Blättern  fort. 


logrr  : 
8  log  X  : 

9.683452 
7.467616 
9.509306 

3461 
7688 
9306 

71 

3g  X 

Ä 

7.784164 
9.855044 

4227 
5044 

A 

6.976922 

6994 

7.639208 

9271 

B  : 

3  log  X  : 

0.000412 
9.050356 

9.318758 

0412 
0383 
8758 

B 

0.001888 

1888 

^1 

8.369526 

9553 

Bi 

:  0.010052 

0053 
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B^—B:  0.008164     8165 
21ogx-:  9.366904     6922 
0.624923     4923 
9.999991     0010 
Die  Wurzel  liegt  danach  zwischen  0.48245  und  0.48246.     Die  Inter- 
polation gibt  0.482455. 

Mitunter  ist  es  vorteilhaft,  auch  statt  der  Unbekannten  x  eine  Funk- 
tion von  X  einzuführen.  So  kann  man  z.  B.  als  Unbekannte  loga;  be- 
trachten und  erst,  nachdem  man  mit  ausreichender  Genauigkeit  den  Wert 
von  log  X  gefunden  hat,  den  zugehörigen  Numerus  aufschlagen.  Wenn 
man  z.  B.  in  dem  Falle  der  eben  behandelten  Gleichung  schon  weiß,  daß, 
wegen  der  Kleinheit  von  x,  B^  und  B  klein  sind,  so  hat  man  mit  Vernach- 
lässigung von  5j  —  B 

2  log  X  +  0.624923  =  0, 
also  in  erster  Annäherung 

log  X  =  9.69  —  10. 
Nun  rechne  man  das  Schema  etwa  mit  log  x  =  9.68  und  9.69  durch. 
Man  kann  dabei  auch  so  verfahren,  daß  man  allein  mit  log  x  =  9.68  rechnet 
und  immer  nur  hinschreibt,  wieviel  Einheiten  der  letzten  Steile  hinzu- 
kommen würden,  wenn  statt  9.68  die  Zahl  9.69  genommen  würde.  Dabei 
hat  man  es  nur  mit  der  Tabelle  der  Additionslogarithmen  zu  tun: 

Änderung  in  Einheiten 
der  zweiten  Dezimale 


loga; 
8  log  X 

:9.68 
:7.44 
9.509 

+  1 
+  8 

A 

:  6.949 

+  8 

B 

31ogx 

:  0.000 
:9.04 

9;319 

0.00 

+  3 

Ar 

:  8.359 

+  3 

Bi 

:  0.010 

-f  0.07 

und 


71oga:  :7.76 
9.855 


A  :  7.615 


B  :  0.002 

B^  —  B:  0.008 
2  log  X  :  9.36 
0.625 


+  7 


9.993 


0.03 

+  0.04 

+  2 


+  2.04 


Runge,  Praxis  der  Gleichungen. 
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Um  die  linke  Seite  der  Gleichung  zu  Null  zu  machen,  muß  sie  um 
0.7  Einheiten  der  zweiten  Stelle  vergrößert  werden.     Also  ist  ]og.r  um 

— '—  Einheiten  der  zw^eiten  Stelle  zu  vergrößern.    Das  ergibt 
2.04 

log  a;  :  9.6834. 

Wiederholt  man  mit  dieser  neuen  Zahl  die  Rechnung,  so  ist  es  hier 
nicht  nötig,  die  Änderungen  ebenfalls  noch  mal  zu  berechnen,  die  durch 
eine  Änderung  der  Zahl  9.6834  eintreten.  Denn  man  kann  annehmen, 
daß  die  Änderung  der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Änderung  von  log  x 
proportional  bleibt. 


Man  findet: 

log  8  X  :  7.4672 

9.509306 

log  7  x  :  7.7838 

9.855044 

A  :  6.976506 

Ä  :  7.638844 

B  :  0.000411 

3  log  j:  :  9.0502 

9.318758 

B  :  0.001886 

-• 

A^  :  8.369369 

B^  —  B:  0.008162 

5i  :  0.010048                       2  log  .r  :  9.3668 

0.624923 

9.999885 

0.0115 
ktur:  — r —  Einheiten  der  zweiten  Stelle  =  56  Einheiten  der  sechsten 

2.04 


Mithin 


Stelle. 

log  X  =  9.683456 
X  =  0.482455. 


Derselbe  Kunstgriff,  logo"  als  die  Unbekannte  zu  betrachten,  kann 
auch  bei  der  graphischen  Lösung  der  Gleichung  benutzt  werden.  Man 
macht  loga:  zur  Abszisse  und  log/  (.r)  bzw.  log  q)  {x)  zur  Ordinate.  Die 
Abszisse  des  Schnittpunktes  der  beiden  Kurven  liefert  den  gesuchten  Wert 
von  log  X.    Als  Beispiel  mögen  die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 

1  a^—  bÄl  x^  +  3.33  x^  +  1.72  ;r  —  0.15  =  0 

gesucht  werden.     Wir  vertauschen  zunächst  x  mit  —  x  und  verwandeln  so 
die  negativen  Wurzeln  in  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

—  7  a.-^  +  5.47  x^  +  3.33  a;2  —  1.72  a;  —  0.15  =  0. 

Um  zunächst  die  größeren  Werte  von  x  zu  untersuchen,   dividieren 
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A  ir  durch  x^  und  setzen  —  =  V.     Dann  wird 

X 


fiy) 
(p  {y) 


3.33  y^ 
0.15?/^ 


log  3.33  =  0.5224 
log  5.47  =  0.7380 


c  =  9.7^ 


5.47  ?/2 
1.72  2/^  -  7 

log  0.15  =  9.1761   _ 

loff  1  "2  —  0  '^T'        "^  o.940o 

log     7    =  0.8451   '^  ^  ^-^^^^ 


^  =  log  y  +  9.7844 
log/(i/)  =  5- 21ogy +  0.7380 


A   =  log  2/  ^-  8.9406 

Jj  =  ^  +  4  log  2/  -  9.3904 

\ogcf  {y)  =  Bi  -f  0.8451 


Die  Tabelle  der  Additionslogarithmen  stellt  man  sich  am  besten 
ein  füi'  allemal  graphisch  dar,  indem  man  zur  Abszisse  ^4  =  log  z  die  Ordi- 
nate B  =  log  (z  +  1)  aufträgt. 
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Zeichnet  man  noch  die  Werte  der  Konstanten  c,  ~c  usw.  als  Abszissen 
oder  Ordinaten  ein,  so  kann  man  log/  {y)  und  log  cp  (y)  für  eine  Reihen- 
folge von  Werten  von  log  y  bequem  mit  dem  Zirkel  konstruieren.  Man 
erkennt  so  gleich,  daß  die  Größen  B  und  .ßimmer  positiv  und  um  so  kleiner 
sind,  je  kleiner  y  wird.  Für  hinreichend  kleine  Werte  von  y  werden  sie 
beliebig  klein.  Dies  bedeutet  geometrisch  gesprochen,  daß  die  beiden 
Kurven  Abszisse:  \ogy,  Ordinate:  log/  (y)  und  log  9?  {y)  bei  algebraisch 
kleinen  Werten  von  y  in  gerade  Linien  auslaufen,  deren  Gleichungen  sind: 

\ogf  iy)  =  2  log  2/ +  0.7380 
log  93  {y)  =  0.8451. 

Nach  algebraisch  größeren  Werten  von  y  weichen  die  Kurven  mehr 
und  mehr  nach  oben  von  den  Geraden  ab  (vgl.  Fig.  5). 

Man  zeichne  nun  zuerst  die  beiden  Geraden  ein  und  füge  dann  für 
eine  Anzahl  von  Werten  von  logy  die  Werte  B  und  B^  zu  den  Ordinaten 
der  Geraden  hinzu.     Konstruiert  man  z.  B.  die  Kurvenpunkte  für  log  //  = 

8* 
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9,8  —  10,  so  sieht  man,  daß  sie  in  der  Nähe  der  Geraden  liegen.  Für  kleinere 
Werte  von  y  müssen  sich  die  Kurven  noch  näher    an  die  Geraden  an- 
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Fig.  5. 

schmiegen,  und  da  diese  nach  links  immer  weiter  auseinander  laufen,  so 
gibt  es  keine  Wurzel  links  von  log  ?/  =  9.8  —  10.  Nahe  bei  log  y  =  0 
liegt  dagegen  eine  Wurzel,  während  rechts  davon  bis  log?/  =  0.2  keine 
Wurzel  vorkommt.  Für  größere  Werte  von  log  y  ist  log  x  kleiner  als 
9.8  — 10.     Hier  trägt  man  log  x  selbst  als  Abszisse  auf  und  setzt 


/  (x)  =  b.^1  x^  +  3.33  x^ 

A  =  log  a;  + 0.2156 

log  j  {x)  =  5  +  2  log  a;  +  0.5224 


(p{x)  =  1  x^  +  1.72  X  +  0.15 
Ä  =  4  log  X  +  0.6096 

Ii=  ■'-:  5  +  loga:  +  1.0594 
logo)  {x)  =  ^1  +  9.1761 


und 


Zuerst  konstruiert  man  wieder  die  beiden  Geraden; 
Ordinate  =  2  log  a:  +  0.5224 
Ordinate  =  9.1761. 
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Bei  log  X  =  9.2  — 10  liegt  die  erste  Kurve  schon  unter  der  Geraden, 
deren  Ordinate  gleich  9.1761.  Links  davon  liegt  daher  keine  Wurzel 
mehr.  Wir  finden  einen  Schnittpunkt  der  Kurven  in  der  Nähe  von 
log  X  =  9.6  — 10  außer  dem  eben  gefundenen  Werte  in  der  Nähe  von 
log  a;  =  0.  ^ 

Um  auch  für  positive  Werte  von  A  =  log  z  den  zugehörigen  Wert 
von  B  =  log  (2  +  1)  zu  konstruieren,  hat  man  nicht  nötig,  die  Kurve, 
deren  Abszisse  und  Ordinate  A  und  B  sind,  auch  für  positive  Abszissen 
zu  zeichnen,  denn  man  kann  B  auch  in  der  Form 


B  =  A 


02  11   +     - 


darsteifen,    wobei   man   log  II  +      )  als  die  zu  — A    gehörige  Ordinate 


findet. 


\IQ         IV.  Abschnitt.     Ganze  rationale  Funktionen  einer  Veränderlichen. 

§  20.     Trinomische  Gleichungen. 

Für  einige  Klassen  von  Gleichungen  gibt  es  besondere  Methoden, 
um  die  Wurzeln  darzustellen. 

Gleichungen  dritten  Grades 

g  {x)  ==  x^  -j-  a  X-  -{-  h  X  -^  c  ■=  0 

a 
lassen  sich,  indem  man  x  -\-  -—  ^=  ij  als  Unbekannte  einführt,  auf  die  Form 

o 

bringen : 

y^  -T  p  y  +  q  ^  ^^ 

Dabei  ist 

Führt  man  nun  statt  y  wieder  eine  neue  Veränderliche  ::  =  m  y  ein, 

so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

z^  +  m-  p  z  -\-  m^  (j  =  0. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  bei  passender  Wahl  von  m  mit  der  Gleichung 

II  , 

in  Übereinstimmung  bringen,  welche  cos  77  a'^  Funktion  von  cos  u  oder 

U  II 

Hof  w  als  Funktion  von  Cof  u  bestimmt,  oder  endlich  Sltl  7,  als  Funktion 
von  5in  II  bestimmt.     Es  ist  nämlich 


und 


u 

'A           u 

1 

cos^^- 

^  cos  -7;-  = 

=  --  cos  u 

u 

— 

;j        u 

1 

S.n»3 

-j- 

0           11. 

1 
=  ;  Sin  li 

Je  nachdem  nun  p  negativ  oder  positiv  ist,    bestimmt  man  m    so,  daß 

3  3 

m^  p  — oder  /^?-  p  =  -\-  ^  wird  und  erhält    die  Gleichung  für  z  m 


der  Form 


z^  —  —  s  =  —  m^  (]  oder  2^  +  —  z  =  —  m^  q. 
4  4 


m  kann  dabei  positiv  oder  negativ  gewählt  werden,  da  bisher  nur  über 
den  Wert  von  m^  verfügt  ist.  Man  wähle  das  Vorzeichen  von  m  dem 
von    (j   »entgegengesetzt,    so    daß    — m^  q   positiv  ist.      Die  Wurzeln    der 
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Gleichung  können  nun  in  der  folgenden  Weise  gefunden  werden.  Wenn 
p  negativ  ist  und  —  4  w*  q  ^  1,  so  bestimmt  man  einen  Winkel  u,  so 
daß  cos  u  =  — ^m^q\  dann  sind  die  W^irzeln  der  Gleichung: 

II  In  \  1  II  \ 

z,  =  cos  -,   z,  =  cos  \-  -  120«j  ,   ^3  =  cos  \^j  +  240«]  . 

Wenn  p  negativ  ist  und  —  4  m^  ^  >  1,  so  bestimmt  man  aus  einer 
Tabelle  der  hyperbolischen  Funktion  den  Wert  u  so,  daß  Cof  »  =  —  4  m'^  q. 
Dann  hat  die  Gleichung  nur  die  eine  reelle  Wurzel 

H 

Wenn  endlich  p  positiv  ist,  so  bestimmt  man  aus  einer  Tabelle  der  hyper- 
bolischen Funktionen  den  W^ert  von  u  so,  daß  BXU  u  =  —  A  m'^  q  ist.  Dann 
hat  die  Gleichung  nur  die  eine  reelle  W'urzel 


Beispiel : 


5inf 

j;3 

—  1.74  x'^— 2.52 

X  -f  3.97  - 

0 

a  =  — 

-1.74,    - 

a 

-  =  0.58 

1  - 

-1.74- 

-2.52      -f 

3.97 

0.58- 

-0.6728- 

-1.851824* 

) 

—  1.16—3.1928  +  2.118176=^ 
-f  0.58— 0.3364 
"-^058^— 3.5292  =  p 

log  0.75  =  9.875061 
log  p   =  0.547676 

9.327385 


log  m  -  9.663692„ 
log  m'-"  =  8.991076 
log^    =0.325962 
log  4    =0.602060 
loa  cos  Jt    =  9.919098 


u  =    33«  53' 

51  " 

u 

-=    110   17' 

57" 

3 

^  +  120  =  1310  17' 

57" 

^  -f  240  =  2510  17' 

57" 

Die  Multiplikationen  sind  mit  einer  Rechentafel  ausgeführt. 
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log  Ci  =  9.991501 
log  Z2  =  9.819538,, 
log  zg  =  9.506000,, 
log  m  =  9.663692„ 


log  y^  =  0.327809« 
log  1/2  -  0.155846 
log  ?/3  =  9.842308 


Vi  = 

—  2.12720 

2/2  = 

1.43168 

2/3   = 

0.69552 

a 

0.58 

Xi  = 

— 1.54720 

JUn    ——- 

2.01168 

CCo    

1.27552 

Probe:  log  :»!  =  0.189546,, 

log  x^  =  0.303559 
log  x^  =-  0.105687 
log  Xi  X2  Xg  =  0.598792,1    Xj^  x^  x^  = 

soll: 


—  3.97001 

—  3.97 


Wenn  es  sich  nur  um  eine  oberflächliche  Kenntnis  der  Wurzeln 
handelt,  so  lohnt  sich  diese  Berechnung  der  Wurzeln  nicht.  Man  tut  dann 
besser,  die  Gleichung  für  y  in  der  Form 

y^  =  —py—g 

zu  schreiben  und  die  linke  Seite  als  Ordinate  einer  Kurve  zur  Abszisse  y, 
die  rechte  Seite  durch  die  gerade  Linie 

Ordinate  =  —  p  y  —  q 
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Fig.  7. 
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darzustellen.  Sind  die  Werte  der  Ordinalen  groß  im  Verhältnis  zu  den 
Werten  von  y,  so  stelle  man  die  Ordinaten  in  einem  kleineren  Maßstab 
dai'  als  die  Abszissen.     So  sind  z.  B.  in  der  Fig.  7,  welche  zu  der  Gleichung 

2/3—3.529?/  +  2.118  =  0 

gehört,  die  Abszissen  in  dem  fünffachen  Maßstab  der  Ordinaten  auf- 
getragen. 

Für  andere  Werte  von  p  und  q  würde  nur  die  gerade  Linie  eine  andere 
werden,  während  die  Kurve,  deren  Ordinate  y^  ist,  unverändert  bleibt,  die 
man  also  beim  Auflösen  mehrerer  Gleichungen  dieser  Art  nur  einmal  zu 
zeichnen  nötig  haben  würde. 

Fällt  die  Wurzel  über  den  Rand  der  Zeichnung  hinüber,  so  kann  man 
sich  dadurch  helfen,  daß  man  y  =  iO  z  setzt.  Dann  ergibt  sich  für  z  die 
Gleichung 

^   z  ^ 


100         1000 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  10  mal  so  klein  wie  die  der  ersten. 
Statt  10  kann  man  natürlich  auch  einen  andern  passenden  Faktor  einführen. 
Die  Wurzeln  der  Gleichungen  von  der  Form 

a  a:"^+"  +  h  a;"'  +  c  =  0 

können  mit  Benutzung  einer  Tabelle  der  Additionslogarithmen  in  fol- 
gender Weise  gefunden  werden.  Wir  berechnen  nur  die  positiven  Wurzeln. 
Die  negativen  Wurzeln  werden  gefunddn,  indem  man  sie  durch  Ver- 
tauschung von  X  mit  — a;  in  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 
a  ( — a-)'"+"  —  b  ( — xf^  +  c  =  0  verwandelt.  Wir  denken  uns  die  Gleichung 
durch  den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  von  x  dividiert  und  unter- 
scheiden dann  zunächst  drei  Fälle 

1)  .T'»+"  +  ea;'"— /  =  0 

2)  0;'"+'*  — ea;'"  — /  =  0 

3)  a;»«-i-«_ea;*«  +  /  =  0, 

wo  e  und  /  positive  Zahlen  bedeuten.  Der  vierte  Fall  3;*"+ "  +  e  a'" 
—  /  =  0  fällt  weg,  weil  diese  Gleichung  keine  positiven  Wurzeln  haben 
kann. 

Der  zweite  Fall  wird  auf  den  ersten  zurückgeführt,  wenn  man  die 
Gleichung  durch  — /  dividiert  und  den  reziproken  Wert  von  x  als  Un- 
bekannte einführt.    Wir  erhalten  dann 

»1+1 


1         e  /1\"       /1\'»+" 

7  +  7b)+U)     =° 


Wir  brauchen  also  nur  den  ersten  und  dritten  Fall  zu  behandeln. 
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Erster  Fall:  x"'+"+  e  i"' —  f  =  0. 

j' 
Statt  X  werde  die  neue  Unbekannte  /  =  ^   eingeführt.     Dann  er- 

gibt  sich  für  /  die  Gleichung 

1 

,m-T-ii     I     i)u  __    1» 

WO  ?i  =  j"  (~"^~".     Je  nachdem  nun  t  größer  oder  kleiner  ist  als  1,  muß 

/l"  größer   odor  kleiner  als  2  sein.     Je  nachdem  schreibt  man  nun  ent- 
weder 

r+"  (1  4- 1-")  =  r  {r  >  2,  /  >  1) 

oder 

1       1 

•'«(r'+  1)  =  /"  (r  <  2, /.  <  1). 

Im  ersten  Fall  setzt  man  A  =  log  (/~")  und  hat  dann 

m  -[-  ^i  1 

—       .4  +  5  =  --  log  1  oder    —  (w  +  n)  A  ^  n  B  =  Ior-  /. 

n  n      ' 

Im  zweiten  Fall  setzt  man  dagegen  .4  =  log  [f^)  und  hat: 

m  1 

—  .4  +  5  =       log  /l  oder   m  A  +  n  i?  =  log  /. 

n  n 

Beide  Male  ist  A  negativ,  so  daß  die  Tafel  der  Additionslogarithmen 
nur  für  negative  Werte  von  A  ausgeführt  zu  sein  braucht. 
Dritter  Fall :  a'"  +  "  —  e  a'"  +  /  =  0. 

Statt  X  wird  die  neue  Unbekannte  t  =  -:^_-j  eingeführt. 

17 

Dann  ergibt  sich  für  i  die  Gleichung 

1 

WO  X  wie  im  ersten  Fall  den  Wert  /"  f^"'  *"  bedeutet.    Durch  Division  mit 
f^  läßt  sich  die  Gleichung  in  die  Form  bringen: 

1 

Der  kleinste  Wert,  den  die  linke  Seite  für  alle  positiven  Werte  von  t 
annimmt,  wird  erhalten,  wo  die  Ableitung  nach  t  verschwindet,  d.  h.  für 

tu 
nf'-^  =  m  ^-'"-^  oder  /"+'"  =  — . 

n 
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Der  kleinste  Wert  ist  dalier  gleich 


m 


Je  nachdem  dieser  Wert  kleiner  oder  größer  ist  als  die  rechte  Seite 

der  Gleichung,  d.  h.  also  je  nachdem  — — ~ kleiner  oder  größer  ist 

als  /~^,  hat  man  zwei  positive  Wurzeln  oder  gar  keine.    In  dem  Grenzfall, 

wo 7zri~n  =  ^   ist,    fallen    die  beiden  Wurzeln    in  dem  Wert  i  = 

1 
( —  1"+"'    zusammen.     Sind  zwei  positive  Wurzeln  vorhanden,   also   /r^ 

[m  +  71)"*+" 

größer  als  ~ — - — ,  und  ist   dabei  zugleich  /       kleiner  als  2"  ■ '",  so 

m'"  n 

1 

ist  /"  -f  t~^  kleiner  als  2.  Wir  unterscheiden  dann,  ob  der  Wert  /  =  ( —  )"*"'"", 

für  den  wie  oben  bemerkt  i"  +  i~"'  den  kleinsten  Wert  annimmt,  größer 

oder  kleiner  ist  als  1,  d.  h.  ob  m  größer  oder  kleiner  ist  als  n.     Da  nämlich 

1 

für  t  =  1  der  "Wert  /"  -f-  /~"'  gleich  2,  also  größer  als  /    "+'"  ist,  so  müssen, 

wenn  der  tiefste  Punkt  der  Kurve  y  =  t"  +  /""'"  jenseits  t  =  1  liegt,  beide 
Wurzeln  der  Gleichung  größer  sein  als  1  und  im  andern  Fall  kleiner.  Ist 
aber  /~^  größer  als  2"+"'  und  daher  ;"  -f  n'"'  für  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung größer  als  2,  so  liegt  die  Kurve  bei  t  —  1  tiefer  als  bei  den  Wurzel - 
werten,  und  es  muß  daher  die  eine  Wurzel  größer,  die  andere  kleiner  als  1 
sein.     Je  nachdem  nun  die  Wurzel  größer  oder  kleiner  als  1  ist.  setzt  man 

_  1 

oder 

1 

^-„i.  ^n-m    _   1)   =   ;/"n+^ 

und  hat  dann  im  ersten  Fall  für  A  =  log  i""'""" 

n  1 

.4  +  i?  =  — log  X  oder 

n  -\-  m  n  -\-  m 

—  nA^{n-{-  m)  B  =  —  log  A 
und  im  zweiten  Fall  für  .4  =  log/''  +  '" 


m  1 

A  -\-  B  ^  — log  /  oder 


n  -\-  m  n  -\-  m 

—  m  A  ^  {n  ~  rn)  B  =  —  log  X. 
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Es  wird  gut  sein,  die  verschiedenen  Fälle  noch  einmal  zusammen- 
zustellen: 

1)  a;"'+"  +  e  x'"  — /  =  0  eine  positive  Wurzel 

1 
1  a)  X»  >  2,  «  >  1,  ^  =  log  (i-"), 

—  {m  +  n)  A  +  n  B  =  log  l. 
1 
1  b)      /"  <  2,  i  <  1,  ^  =  log  (/"),  m  ^  +  n  5  =  log  /.. 

2)  ^,w+n  . —  g  ^.OT — j  ^  Q  gj^g  positive  Wurzel 
j^  K  w+»  / 1  \ "  e  1 


(7) 


/     '          / 


1        "'_  _ 

—  =  |/c'  •  t,  r+''  +  Z"  =  A'",  ;.  =  /""  •  e'-»'-»  =  f  -e- 

2  a)  A->  2,  ^>  1,  A  =logi— , 

—  (w  +  ;z)  ^  +  m  B  =  log  /. 
1 

2  b)      /"»"  <  2,  «  <  1,  -4  =  log  f'\  n  A  +  mB  =  log  ;.. 

3)  :r'"+"— e:r'"  +  / =  0 

n!  +  )i  1 

(m  4-  71)'"+" 

3  a)  ?.      < keine  positiven  Wurzeln. 

(m  +  7?)"*+" 
3  b)  ,-:^--,,-^ 

zwei    zusammenfallende  positive   Wurzeln 

im  +  ?i)'"+" 
3  c)  /-'  > ^ ,    ;-i  <  2"+-,    m  >  n 

zwei  positive  Wurzeln,  für  beide  t  >  1 

A  =  log  /-'»-»,  —  ;z  ^  +  (n  +  w)  5  =  —  log  ;.. 

(m  +  /i)"'+" 
m™'  fi" 

zwei  positive  Wurzeln,    für   beide  t  <  l 

A  =  log  i"+"',  —  7??  A  +  («  +  ?/?)  5  =  —  log  /. 
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3e) 


{m  +  nr+" 


zwei  positive  Wurzeln,  für  die  eine  ist  t  >  1,  für  die  an.dere  t  <  1.  Für 
i  >  1  gelten  die  Gleichungen  3  c),  für  i  <  1  die  von  3  d). 

Alle  Fälle  laufen  darauf  hinaus,  den  negativen  Wert  von  A  zu  finden, 
wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form 

±m  A  ^nB 

einen  vorgescliriebenen  Wert  haben  soll.  Dabei  sind  m  und  n  positive 
Zahlen,  die  nicht  notwendig  ganze  Zahlen  zu  sein  brauchen,  und  B  ist  die 
durch  die  Tabelle  der  Additionslogarithmen  gelieferte  Funktion  von  A. 
Man  findet  den  Wert  von  A  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  oben  S.  41  be- 
schrieben worden  ist.  Dabei  ist  es  vorteilhaft,  zunächst  einen  kurzen  Aus- 
zug der  Tabelle  für  Additionslogarithmen  zu  verwenden,  den  man  sich 
ein  für  allemal  aufstellen  kann: 


A 

B 

A 

B 

A 

B 

0 

0.301     i 

9.0 

0.041 

8.0 

0.004 

9.9 

0.254 

8.9 

0.033 

7.9 

0.003 

9.8 

0.212 

8.8 

0.037 

7.8 

0.003 

9.7 

0.176 

8.7 

0.021 

7.7 

0.002 

9.6 

0.146 

8.6 

0.017 

7.6 

0.002 

9.5 

0.119 

8.5 

0.014 

7.5 

0.001 

9.4 

0.097 

8.4 

O.Oil 

7.1 

0.001 

9.3 

0.079 

8.3 

0.009 

7.0 

0.000 

9.2 

0.064 

8.2 

0.007 

9.1 

0.051 

8.1 

0.005 

9.0 

0.041 

8.0 

0.004 

Als  Beispiel  möge  die  oben  behandelte  Gleichung  dritten  Grades 

y''  —  3.5292  y  +  2.118176  =  0 
dienen. 

Die  Gleichung  hat  die  Form  3) 

log  e  =  0.547676       3  log  e  =  1.643028 

log  /  ^  0.325962       2  log/ =  0.651924 

log  A-i  =  0.991104 

Wir  haben  also  den  Fall  3  e). 
Für  die  größere  Wurzel  ist 

—  2^+35-  0.991104. 

Die  kleine  Tabelle  zeigt,  daß  A  zwischen  9.8  und  9.9  liegt. 
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A 


2A  +  3B 


9.9 

9.8 


Fehler 


0.962 
1.036 


29 

—  =  0.39. 

74 


—  0.029 
+  0.045 


74 


'  Wir  erhalten  daraus  den  genaueren  Wert  9.861  und  nun  mit  einer 
6  stelligen  Tafel 

A  ~2A  +  3B  .  Fehler 


9.861 

0.989201 

—  0.001903 

9.860 

0.989941 

—  0.001163 

9.858 

0.991424 

-f  0.000320 

320 


mithin  A  =  9.858432. 
Probe : 

A 


2A+3B 


Fehler 


9.858432     |      0.991104 

log  /-3  =  9.858432 
log  /      =  0.325962 

/3 


0.000000 


log  ?/•>    =  0.467530 
\ogy     =0.155843 
ij      =  1.43167 
Für  die  andere  positive  Wurzel  ist 

—  A^3B  =  0.991104. 

Hier  gibt  die  kleine  Tabelle: 


A 

—  A  +  BB 

Fehler 

9.3 
9.2 

0.937 
0.992 

—  0.054 
+  0.001 

Daraus  folgt  der  verbesserte  Wert  9.202. 

A        I    —A  +  SB    \  Fehler 


9.202 
9.201 
9.200 


0.990498 
0.991087 
0.991676 

17 


—  0.000606 

—  0.000017 
4-  0.000572 


589 


=  0.029. 
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Mithin  A  =  9.200971. 
Probe : 

A  —A  +  Bß  Fehler 


9.200971     I     0.991104     |     0.000000 
log  i»  =  9.200971 
log  /    =  0.325962 
log  2/3  -=9.526933 
log?/   ^  9.842311     y  =  0.69.5521 

Die  fünf  verschiedenen  Fälle,  die  man  zu  unterscheiden  hat,  bilden 
für  die  praktische  Berechnung  eine  Erleichterung,  insofern  man  von  vorn- 
herein erfährt,  mit  wie  vielen  Wurzeln  man  es  zu  tun  hat,  und  ob  t  kleiner 
oder  größer  ist  als  1.    Dadurch  wird  die  erste  Annäherung  abgekürzt*). 

2.  Beispiel.  Eine  Rente  a  sei  am  1.  Januar  jedes  Jahres  zahlbar. 
Ihr  Wert  am  1.  Januar  desjenigen  Jahres,  in  welchem  die  n-ic  Zahlung 
geleistet  wird,  ist  alsdann 

^"  —  i 

a  {x"~^  +  X''--  -f \-  X  -\-  i)  ^  a r. 

,r  —  1 

P 
Dabei  ist  a:  =  1   f  -—  und  p  bedeutet  den  Zinsfuß   m  Prozenten. 

Man  will  nun  den  Zinsfuß  wissen,  der  zugrunde  gelegt  werden  muß,  damit 
in  einer  gegebenen  Anzahl  von  Jahren  der  Wert  der  Rente  auf  ein  gegebenes 
Vielfaches  von  a  ansteigt.  Soll  bei  der  riien  Zahlung  der  Wert  der  Rente 
auf  w  a  angewachsen  sein,  so  muß  x  eine  Wurzel  der  Gleichung    •  -  . 

a:«  —  1 
X  —  1 

sein.  Es  kann  sich  dabei  der  Natur  der  Sache  nach  nur  um  einen  solchen 
Wert  von  x  handeln,  der  größer  als  1  ist,'und  w  ist  größer  als  n  voraus- 
gesetzt, da  ja  n  a  der  Wert  der  Rente  (v  a  ohne  Rücksicht  auf  die  Zinsen 
sein  würde.     Die  Gleichung  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

X**  —  w  x  -\-  w  ■ —  1  =  0. 

Die  eine  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  x  =  1,  die  andere  ist 
die  gesuchte.      Wir   setzen  nach  3) 


=  y^w  —  1  •  ^  X=  (((•  —  1 
_i 


*)  S.  Gundelfinger  ordnet  die  Rechnung  in  seinen  Tafeln  zur  Berechnung  der 
reellen  Wurzeln  sämtlicher  trinomischer  Gleichungen  etwas  anders  an.  Ich  bin  der 
Darstellung  von  C  F.  Gauß  gefolgt. 
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Die  eine  Wurzel  t  ist  gleich 


-,  also  kleiner  als  1,  die  andere 


^w 


1 


ist,  je  nachdem  }~^  <  2"  oder  A~^  >  2",  kleiner  oder  größer  als  1. 

Es  soll  z.  B.  eine  Rente,  nachdem  sie  zum  100.  Male  gezahlt  ist, 
auf  den  200  fachen  Wert  ihres  Betrages  angewachsen  sein.  Welcher  Zins- 
fuß ist  zugrunde  zu  legen? 

log  (tv  —  1)  =  2.298853     log  [w  —  1)«-^  =  227.5864 
log  w  =  2.301030  log  w"  =  230.1030 

log  ;-i  ^ 


2.5166 
X~^  ist  kleiner  als  2^°°.     Wir  haben  folglich  nach  Formel  3  d) 


ioq_ 


\  -t,  A  =  log  ^100 
—  ^  +  100  5  =  2.5166. 

Die  kleine  Tabelle  giebt  in  erster  Annäherung 

A  =  8.2,  —  A-\-iOOB  =  2.5. 

Eine  genauere  Rechnung  gibt 


A 

—  A+  100  JB 

Fehler 

8.20 

2.4829 

—  0.0337 

8.23 

2.5013 

—  0.0153 

8.25 

2.5155 

—  0.0011 

8.26 

2.5232 

+  0.0066 

77 


11 

i:^    =  0.14, 

// 


mithin  verbessert  A 
Probe : 


8.2514. 


A 


A+IOOB 


Fehler 


8.2514       I       2.5166       |       0.0000 

logiioo  =  8.2514 
logw  — 1  =  2.2989 
loga;ioo  =  0.5503 
loga;  =  0.005503 
X  =  1.01275 


Dieselbe  Rechnung  läßt  sich  auch  ebenso  einfach  nach  der  früher 
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erläuterten  Weise  durchführen,  indem  man  es  mit  einzelnen  Werten  von  x 
versucht   und   diese   alsdann   verbessert. 


100  log  X 


'— 1 


1.04 
1.03 
1.02 
1.01 


1.703 
1.284 
0.860 
0.432 


49.5 
18.2 
6.24 
1.70 


'— 1—200  (ic  —  l) 


41.5 
12.2 

2.24 
-0.30 


Die  Logarithmen  von  x  sind  dabei  fünfstellig  aufgeschlagen,  während 
die  Numeri  von  x^^°  aus  einer  vierstelligen  Tafel  entnommen  werden. 
Dabei  fällt  alles  Blättern  fort.  Die  Rechnung  zeigt,  daß  der  gesuchte 
Wert  zwischen  1.02  und  1.01  liegt.  Auf  den  Unterschied  O.Ol  der 
beiden  Werte  von  x  kommt  der  Unterschied  2.54  der  beiden  Werte  von 
a;ioo_  j^__200  (a;  — 1).  Unter  der  Annahme,  daß  die  Änderungen 
proportional   sind,   würde   das   den  verbesserten  Wert 

30 


1.01  + 


25^ 


O.Ol  =  i.OU 


geben.  Wir  schlagen  jetzt  die  Logarithmen  von  x  siebenstellig  auf,  während 
die  Numeri  von  x^^^  einer  fünfstelligen  Tabelle  entnommen  werden. 


100  log  a-     ■    x^ 


'  — 1— 200(a  — 1) 


I.OU 
1.012 
1.013 


0.47512 
0.51805 
0.56094 


1.9862 
2.2965 
2.6387 


—  0.2138 

—  0.1035 
^  0.0387 


Difierenz 


0.1103 
0.1422 


Die   Interpolation   zwischen   1.012  und   1.013  gibt 

1035 
1.012  +  -— -  0.001  ^  1.01273. 
1422 

Die  Rechnung  für  x  —  I.OU,  1.012,  1.013  zeigt,  daß  die  Änderungen 
von  X  immer  noch  nicht  denen  von  a;^°"  —  1  —  200  {x  —  1)  proportional 
sind.  Man  wird  daher  guttun,  die  Rechnung  noch  einmal  mit  1.01273, 
1.01274  und  1.01275  zu  wiederholen.  Bei  solchen  Rechnungen  ist  es  in  der 
Regel  zweckmäßig,  jeden  einzelnen  Schritt  der  Rechnung  gleich  mit  allen 
drei  Zahlen  zu  machen  und  nicht  etwa  für  jede  der  drei  Zahlen  die  ganze 
Rechnung  gesondert  durchzuführen.  Der  Vorteil  besteht  darin,  daß  einmal 
beim  Aufschlagen  von  Tabellen  dieselbe  Gegend  der  Tabelle  für  die  drei 
Zahlen  benutzt  wird,  und  zweitens  darin,  daß  beim  Übergang  von  einem 
Schritt  der  Rechnung  zum  nächsten  Schritt  etwas  Zeit  verlorengeht,  die 
man  zum  Teil  erspart,  wenn  jeder  Schritt  für  die  drei  Zahlen  zugleich  aus- 
geführt wird. 

Runge,  l'raxis  der  Gleichungen.  9 
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X 

100  log  X 

a-ioo  _  i 

^ioo_i_200(a;  — 1) 

Differenz 

1.01273 
1.01274 
1.01275 

0.54936 
0.54978 
0.55021 

2.5429 
2.5463 

2.5498 

+  0.0031 
+  0.0017 
—  0.0002 

14 
19 

Die  nächste  Annäherung  würde  1.012749  sein,  indessen  ist  die  sechste 
Stelle  nicht  mehr  sicher. 

Wenn  man  Tabellen  für  x^^^  zur  Verfügung  hat,  so  wird  die  Rech- 
nung schneller  ausgeführt  w^erden.  Selbst  wenn  die  Tabelle  den  Zinsfuß 
nicht  dichter  als  von  Prozent  zu  Prozent  fortschreiten  ließe,  so  würden 
die  ersten  Versuche  erheblich  abgekürzt  werden. 

Es  soll  ein  Kapital  C  durch  jährliche  Zahlungen  von  p  7o  verzinst 
und  in  )i — 1  Jahren  amortisiert  sein.  Welcher  Zinsfuß  ist  dabei  zu- 
grunde gelegt?    Ist  q  die  Zahl  der  Prozente  des  Zinsfußes  und  wird  x  =  i 

q 
-[-  — —   gesetzt,    so  ist  der  heutige  Wert  der  ersten  nach  einem  Jahr  zu 


leistenden    Zahlung  7-—-  •  C  •  x 
100 


zweiten  nach  zwei    Jahren   zu  leistenden  Zahlung 
Demnach  ergibt   sich  für  x  die   Gleichung 


Ebenso    ist    der    heutige    Wert    der 
P 


100 


C  ■  X 


C 


100 


C  (x-i  +  X-'  + 


+  i 


,— M+h 


oder 


r~-n-lr\ 


oder,  wenn  x    ^  ^  y  gesetzt  wird, 

/         100\ 
y"  — (1  ^^rW 


100 
P 

100 
P 


0. 


Die  Gleichung  ist  von  derselben  Form,  wie  die  auf  S.  127  betrachtete, 

100 
wenn  (v  =  1  -f gesetzt  wird.     Nur  war  dort  dem  Sinne  der  Aufgabe 

nach  w  >  n,  weil  der  Wert  der  n  fachen  Zahlung  der  Summe  a  durch 
die  Zinsen  auf  mehr  als  n  a  anwächst     Hier  dagegen  muß  w  kleiner  als  n 

P 
sein.     Die  n  — ■  1  fache  Zahlung  der  Summe  — —  C  muß  größer  sein  als  C 

100 

Denn  das  wäre  der  Betrag,  wenn  keine  Zinsen  berechnet  würden.   Es  muß 


daher  — —  >  - 
100      n 


1  .     .  1 

7,    mithin 

—  1  w  —  i 


> 


oder   w  <  n  sein. 
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Auch  in  diesem  Falle  ist  die  eine  Wurzel  gleich  1.  Während  aber 
im  ersten  Falle  der  gesuchte  Wert  x  größer  als  1  ist,  muß  hier  der  gesuchte 
Wert   y   kleiner    als    1    sein. 

Es  sei  z.  B.  p  =  5,  ;?  =  100,  so  daß  also  das  Kapital  durch  Zahlungen 
von  5  "/q  verzinst  und  in  99   Jahren  amortisiert  wird. 


2/1%— 21?/  ^  20  =  0 


\og{w  —  1) 

log  (V 


1.301030 
1.322219 


log  (tr  —  1)«»  =  128.8020 
log  u-ioo  =  132.2219 
-1 


log  A 


3.4199 


/~^  ist  kleiner  als  2^°".    Wir  haben  folglich  nach  Formel  3  d) 

100 

X  =  )/20  -t     A  =  log/10" 
~A  -i-  iOOB  =  3.4199 

Beide  Wurzeln  l  sind  kleiner  als  1;  es  ist  die  kleinere  der  beiden 
Wurzeln  zu  berechnen.  Die  kleine  Tabelle  S.  125  gibt  für  den  kleineren 
Wert  von  A : 

A     i    —  4+100i>'  I  Fehler 


6.6  I  3.4  I     0.0 

.Mit  einer  genaueren  Tafel  findet  man 


A 

—  .4+1005 

Fehler 

6.5 
6.6 
6.7 

3.5137 
3.4173 
3.3218 

+  0.0938 

—  0.0026 

—  0.0981 

26 
964 


0.1  =  0.0027 


A  +  100B\    Fehler 


6.5973  I      3.4199      |  0.0000 

log  /!"«  =  6.5973      —  10 
log  20    =  1.3010 

7.8983"  —10 
log  y  =  9.978983  —  10 
loga:      =  0.021017  x  =  1.04958 

Hier  könnte  man  mit  Vorteil  auch  die  obrn  S.  48  erläuterte  Methode 
anwenden.      Denn   wenn   man   die   Gleichung 


X 


— n+l 


100 

p 


in  die  Form  bringt: 
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SO  ändert  sich  bei  so  großen  Werten  von  n  die  rechte  Seite  viel  langsamer 
als  die  linke  und  man  kann  daher  aus  einem  Näherungswert  einen  neuen 
besseren  finden,  indem  man  ihn  in  die  rechte  Seite  einsetzt.    Man  nimmt 

als  erste  Annäherung  a;  =  1  +  -jt-t  und  hat  z.  B.  in  unserm  Fall 

:r  =  1.05  —  0.05  x-^^ 
X  I     0.05  a;-^^ 


1.05  I     0.000399 

1.049601     I     0.000414 


1.049586     j     0.000415 
Mithin  x  =  1.049585. 
Dieselbe  Methode  würde  auch  auf  die  Gleichung  S.  127 

x^  —  w  X  +  a-  —  1  =  0 

anwendbar  sein,  indem  man  schriebe 


X  =  ^  w  x  —  w  +  1- 

Für  sehr  große  Werte  von  n  ändert  sich  die  rechte  Seite  langsamer 
als  die  linke  und  man  kann  dann  durch  Einsetzen  eines  Näherungswertes 
einen  neuen  besseren  finden. 

Der  Differential quotient  der  rechten  Seite  gibt  dabei  an,  auf  welchen 
Bruchteil  sich  der  Fehler  eines  Näherungswertes  durch  die  Rechnung 
reduziert.     Der  Differential quotient  ist 

1  w 


n 


Vw  X  —  tv  +  1 
oder,  wenn  man  für  x  die  Wurzel  selbst  einsetzt, 

1  w  X 


n     w  X  —  KV  +  1 
oder,  da  x  nahezu  gleich  1  ist,  genähert: 

w 


n  [x  —  1 )  w  -\-  n 

Sobald  also  n  {x —  1),  d.  i.  der  n  fache  Zinsbruchteil,  beträchtlich 
größer  als  1  ist,  so  wird  die  Näherung  beträchtlich  sein.  Wenn  z.  B.  der 
Zinsfuß  nahezu  5%  beträgt,  so  muß  n  beträchtlich  größer  als  20  sein, 
damit  das  Verfahren  brauchbar  sei. 
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In  der  oben   S.  128  behandelten  Gleichung 


—  1  =  200  ( j 


oder 


X  =  y^^-  200  {x 
würde   z.  B.    die    Rechnung   so   verlaufen: 


1) 

T) 


•og^  =  ^'Og(l 


200  (x  — 1)). 


Es  werde  die  rechte  Seite  zunächst  mit  vierstelligen  Logarithmen 
gerechnet,  während  der  Numerus  x  in  einer  fünfstelligen  Tabelle  auf- 
geschlagen wird,  solange  die  Annäherung  noch  so  grob  ist,  daß  eine  feinere 
Rechnung  sich  doch  nicht  lohnen  würde.  Als  erste  Annäherung  werde 
1.03  gewählt. 

^  j^log(l-t-200(x-l)) 


1.03 

0.00845 

1.020 

0.00690 

1.016 

0.00623 

1.014 

0.00580 

1.0134 

0.00566 

1.0131 

0.00559 

1.0130 

0.00556 

1.0129 

0.00554 

1.0128 

Jetzt  würde  man  guttun,  den  Numerus  x  in  einer  sechsstelligen 
Tafel  aufzuschlagen,  während  für  die  zweite  Kolonne  noch  immer  die 
vierstellige  ausreicht,  um  den  Logarithmus  auf  sechs  Stellen  genau  zu 
ermitteln. 

!   1 

X  _iog(l  +  200(x-l)) 


1.0128   1 

0.005514 

1.01278  ' 

0.005509 

1.01277 

0.005507 

1.01276 

0.005504 

1.01275  ' 

0.005502 

1.01275  ; 

Wollte  man  die  Wurzel  noch  genauer  finden,  so  würde  man  Tafeln 
mit  mehr  Stellen  anzuwenden  haben.  Zur  Probe,  daß  die  Wurzel  größer 
ist  als  1.01274,  kann  man  damit  noch  einmal  die  Rechnung  machen  und  sich 
überzeugen,  daß  man  sich  dann  der  Wurzel  von  der  anderen  Seite  nähert. 
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^log(l  +  2()0(x-l)) 


1.01274 

1.01274^ 


0.0054998 


Obgleich  in  diesem  Falle  die  Konvergenz  keineswegs  rasch  ist,  so 
sind  doch  die  Rechnungen  mit  den  geeigneten  Tafeln  so  leicht  auszu- 
führen, daß  man  sich  der  Wurzel  schnell  nähert.  Wenn  eine  größere  Ge- 
nauigkeit der  Wurzel  verlangt  wird,  so  würde  es  besser  sein,  zu  dem  oben 
S.  41  erläuterten  Interpolationsverfahren  überzugehen,  sobald  man  der 
Wurzel  nahe  genug  ist,  um  die  Änderungen  der  Veränderlichen  den  Ände- 
rungen   der    Funktion    proportional    zu   setzen: 

•"  i  a;-ji^log(l  +  200(a;-l))  |  Diff. 


1.0128 
1.0127 


-f- 0.000021  I    42 

—  0.000021 
X  =  1.012750. 


Wenn  bei  trinomischen  Gleichungen  für  die  zu  bestimmenden 
Wurzeln  keine  große  Genauigkeit  verlangt  wird  und  wenn  eine  größere 
Anzahl  von  Gleichungen  vorliegt  welche  verschiedene  Koeffizienten 
besitzen,  für  welche  aber  die  Exponenten  m  -j-  n  und  n  dieselben  Werte 
haben,  so  kann  man  eine  Zeichnung  machen,  die  für  beliebige  Werte  der 
Koeffizienten  die  Wurzeln  abzulesen  erlaubt.  Man  denke  sich  zu  dem 
Ende  in  der  Gleichung 

a-"*+"  +  e  a"»  ±  /  =.  0 

für  einen  beliebigen  Wert  von  x  die  Koeffizienten  +  ß?  dz  /  ^^s  recht- 
winklige Koordinaten  aufgefaßt,  so  wird  die  Gleichung  durch  eine  gerade 
Linie  wiedergegeben.  Man  entwerfe  nun  eine  Zeichnung  der  geraden 
Linien  für  eine   Reihe  von  Werten  von  x  etwa 


X  gleich  0,   +  0.1,    +  0.2, 


indem  man  x  so  viel  äquidistante  Werte  durchlaufen  läßt,  bis  die  be- 
treffende Grade  über  den  Umfang  der  Zeichnung  hinausfällt.  Die  Zeich- 
nung möge  einen  solchen  Umfang  haben,  daß  beide  Koordinaten  zwischen 
—  1  und  -f-  1  laufen.  Alsdann  wird  man  für  jedes  Wertepaar  4;  e,  +  /, 
das  in  diesen  Grenzen  liegt,  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  aus  der 
Zeichnung  entnehmen  können.  Um  auch  die  negativen  Wurzeln  zu  finden, 
verwandelt  man  in  der  Gleichung  x  in  —  a:,  wodurch  sie  in  eine  andere 
übergeht,  deren  positive  Wurzeln  den  negativen  der  ersten  Gleichung 
gerade  entgegengesetzt  sind. 
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Für  solche  Werte  der  Koeffizienten,  die  über  die  Grenzen  der 
Zeichnung  hinaus  liegen,  denke  man  sich  in  der  Gleichung  x  =  10  z 
gesetzt.     Für  z  ergibt  sich  dann  die  Gleichung 

Die  Koeffizienten  der  Gleichung  für  z  sind  wesentlich  kleiner  als 
diejenigen  der  ersten  Gleichung.  Statt  des  Faktors  10  kann  man  natürlich 
auch  einen  größeren  oder  weniger  großen  wählen  und  dadurch  die  Koef- 
fizienten noch  mehr  oder  weniger  herunterdrücken.  In  der  beifolgenden 
Figur  8  ist  für  die  Gleichungen  dritten  Grades 

x^  ±ex  ±f  =  0 
die  Zeichnung  ausgeführt. 

+  e  ist  als  Abszisse,  +  /  als  Ordinate  aufgetragen.  An  jede  gerade 
J.inie  ist  der  betreffende  Wert  von  x  angeschrieben.  Sollen  z.  B.  die  posi- 
tiven Wurzeln   der   oben   S.  125  behandelten  Gleichung 

y^  —  3.5292  y  +  2.118176  =  0 
in  erster  Annäherung  gefunden  werden,  so  setze  man  y  ^  2  x,  wodurch 
sich  für  X  die  Gleichung  ergibt: 

x^  — 0.882  X  -f  0.265  =  0. 
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Den  Koordinaten 

—  0.882,     +0.265 

entspricht  in  der  Figur  der  Punkt  P.  Der  Punkt  liegt  sehr  nahe  der  Ge- 
raden, für  welche  a;  =  0.7  ist,  zwischen  dieser  und  der  Geraden  x  =  0.8. 
Man  interpoliert  etwa  x  =  0.71.  Andererseits  liegt  P  zwischen  den  Geraden 
X  =  0.3  und  X  =  0.4  ungefähr  in  der  Mitte.  Man  interpoliert  x  =  0.35. 
Die  beiden  Werte  x  =  0.71  und  x  —  0.35  entsprechen  den  beiden  Werten 
y  =  1.42  und  y  =  0.70,  die  in  der  Tat  mit  den  oben  gefundenen  Werten 
der  Wurzeln  y  =  1.43167  und  y  =  0.695521  nahe  übereinstimmen. 


§21.     Das  Graeffesche   Verfahren   zur  Berechnung  der  Wurzeln. 

Wenn  alle  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  sowohl  die  reellen" 
wie  die  komplexen  berechnet  werden  sollen,  so  ist  ein  von  GraelTe  ange- 
gebenes Verfahren  zweckmäßig,  das  sich  von  den  bisher  auseinander- 
gesetzten wesentlich  unterscheidet.  Es  setzt  nicht  die  vorhergehende 
Untersuchung  der  Gleichung  voraus,  durch  welche  zunächst  grobe  Nähe- 
rungswerte der  Wurzeln  gefunden  werden,  die  dann  auf  anderm  Wege 
verfeinert  werden.  Vielmehr  ist  es  eine  einheitliche  Methode,  die  von  der 
gegebenen  Gleichung  ausgehend  ohne  Kenntnis  von  Näherungswerten 
der  Wurzeln  mit  beliebiger  Genauigkeit  zu  den  Werten  aller  Wurzeln 
führt.  Der  leitende  Gedanke  ist  der,  daß  man  durch  einfache  Rechnung 
aus  den  Koeffizienten  einer  Gleichung  die  Koeffizienten  einer  anderen 
Gleichung  finden  kann,  deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  Wurzeln  der 
ersten  Gleichung  sind.  Aus  dieser  Gleichung  findet  man  in  derselben  Weise 
eine  neue,  deren  Wurzeln  die  vierten  Potenzen  der  ursprünglichen  Wurzeln 
sind.  So  fortfahrend  findet  man  nacheinander  die  Gleichungen,  deren 
Wurzeln  die  2ten,  4ten,  8ten,  16ten  u.  s.  w.  Potenzen  der  ursprünglichen 
Gleichung  sind.  Nach  10  Operationen  z.  B.  würde  man  eine  Gleichung 
finden,  deren  Wurzeln  die  1024ten  Potenzen  der  ursprünglichen  Wurzeln 
sind.  Wenn  nun  die  ursprünglichen  Wurzeln  alle  dem  absoluten  Betrage 
nach  voneinander  verschieden  sind,  so  werden  die  Wurzeln  der  abge- 
leiteten Gleichungen  immer  stärker  auseinandergezogen  in  dem  Sinne, 
daß  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleinste  ein  immer  kleinerer  Bruch- 
teil der  nächstkleinsten  wird  und  diese  ein  immer  kleinerer  Bruchteil 
der  folgenden  u.  s.  f.  Wenn  aber  die  Wurzeln  einer  Gleichung  in  dieser 
Weise  auseinandergezogen  sind,  so  lassen  sie  sich  sehr  einfach  aus  den 
Koeffizienten  der  Gleichung  bestimmen.     Ist  nämlich  die  Gleichung 

ö„  a;"  +  a^  x"-'  +  a,  .r''-^  +...  +  «„  =  0, 
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so  wird  die  größte  Wurzel  bis  auf  einen  relativ  kleinen  Fehler   aus  der 
Gleichung 

Oq  a;  +  ttj  =  0 
gefunden,    die  nächste  aus   der   Gleichung 

üi  X  +  üg  =  0 
u.  s.  w.,  die  kleinste  aus  der  Gleichung 

a„_i  X  +  a.„  =  0. 
Das  geht  sofort  aus  dem  Zusammenhang  der  Koeffizienten  mit  den  Wurzeln 
der  Gleichung  hervor.     Bezeichnet  man  die  größte  Wurzel  mit  Xi,  die 
nächste  mit  Xg  u.  s.  w.,  die  kleinste  mit  a;„,  so  ist  wegen  der  identischen 
Gleichung 

(X  —  Xi)   {X  —  X2)   ■  ■  •  {X-—Xn) 


=  X»  +  ^  .T«-l  +  -  x"-2  ^ ^  _" 


die  Summe  aller  Wurzeln  gleich  — — ,  die  Summe  aller  Produkte  von 
je  zwei  Wurzeln  gleich  — ,  die  Summe  aller  Produkte  von  je  drei  Wurzeln 
gleich  — —  u.  s.  w.     Wenn  nun  x^  so   groß   gegen  x.y,  x^  •  ■  •  x-„  ist,    daß 


a, 


auch  die  Summe  x^,  -{-  x^  ^  •  ■  •  -\-  x^  nur  einen  sehi-  kleinen  Bruchteil 
von  j^i  ausmacht,  so  ist  also  l)is  auf  diesen  kleinen  Bruchteil,  d.  h.  also 
bis  auf  einen  relativ  zu  x^  kleinen  Fehler 


a 


X 


Wenn  ferner  x-^  und  Xg  sehr  groß  sind  gegen  x^  ■  ■  ■  a„.  so  ist  unter  allen 
Produkten  von  je  zweien  dieser  Wurzeln  das  Produkt  a-^  .Tg  sehr  groß 
gegen  die  übrigen.  Ist  es  nun  so  groß,  daß  die  Summe  aller  übrigen  nur 
ein  kleiner  Bruchteil  von  x^  x^  ist.  so  ist  bis  auf  diesen  relativ  kleinen  Fehler 

X-i  Xo  —        . 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  bis  auf  einen  relativ  kleinen  Fehler: 

_  _^ 
x^  X2  x^  — 

*t/i    Ji/n  J.  Q  JUa    H  •     ö  .     1  • 

'    '    '  a« 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Division  von  %  x^  durch  x,,  von  x^  x^  .t's 
durch  Xj  Xo  u.  s.  f.,  daß  bis  auf  relativ  kleine  Fehler 
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_  _a2 

«3 

^  a.^ 

«4 
«3 

u.  s.  w. 
oder  mit  andern  Worten,   daß  die  Wurzeln  der  Gleichung 

tto  x"  -f-  fli  a"~^  ^  •  •  •  -r  ö«-i  ^  -r  On  =  0 
bis  auf  relativ  kleine  Beträge  gleich  den  Wurzeln  der  Gleichungen 

cIq  X  +  öl  =  0,  «1  X  -^  a.,  =  0  .  .  . ,  ö„_i  a:  +  a„  =  0 
sind,  sobald  nur  die  Wurzeln  so  stai'k  auseinandergezogen  sind,  daß  die 
kleinste  Wurzel  ein  sehr  kleiner  Bruchteil  der  nächstkleinsten  ist.  diese 
wieder  ein  sehr  kleiner   Bruchteil  der  folgenden  u.  s.  w. 

Sobald  man  also  von  irgendeiner  gegebenen  Gleichung  ausgehend 
die  Gleichung  abgeleitet  hat,  deren*Wurzeln  so  hohe  Potenzen  der  Wurzeln 
der  ersten  Gleichung  sind,  daß  sie  hinreichend  auseinandergezogen  sind, 
so  kann  man  die  Potenzen  der  Wurzeln  aus  den  berechneten  Koeffizienten 
finden  und  kann  dann  durch  Wurzelausziehung  zu  den  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  gelangen. 

Die  xMethode,  um  von  einer  Gleichung  zu  der  nächsten  zu  gelangen, 
deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  W\irzeln  der  vorigen  Gleichung  sind, 
besteht  in  folgendem.     Ist 

g  (.r)  =  6o  a-"  —  öl  x"-'  +  b.,  a"~-  •  •  •  ±  bn_i  X  +  b„  =  0 
die  erste  Gleichung,  so  multipliziert  man  g  {x)  mit  g  ( —  x).  Das  Produkt 
bleibt  ungeändert,  wenn  x  in  —  x  verwandelt  wird  und  muß  daher  nach 
Potenzen  von  x  geordnet  nur  gerade  Potenzen  von  x  enthalten.  Setzt 
man  nun  x^  =  z,  so  kann  man  g  {x)  g  ( —  x)  als  eine  ganze  Funktion  n  ten 
Grades  von  :;  schreiben.  Die  Werte  von  z,  für  die  diese  ganze  Funktion 
verschwindet,  sind  die  Quadrate  der  Wurzeln  der  ersten  Gleichung.  Die 
Koeffizienten  der  ganzen  Funktion  von  z  werden  nach  dem  folgenden 
Schema  gefunden: 


K 

-  2  6o  02 

-2b,b^ 
-\-2b,b. 

—  2b^b^ 
+  2b,b, 
-2b,b, 

etc. 

Co 

^1 

Co 

Cz 

etc. 

Dann  ist; 


Co  z 


=  0. 
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Die  weiteren  Bemerkungen  knüpfen  sich  besser  an  die  Ausführung 
eines  Beispiels  an. 

Es   sollen   die   Wurzeln   der   Gleichung  dritten    Grades 

x^  —  1.74  x:^  —  2.52  X  -f-  3.97  =  0 

gefunden  werden,  die  oben  auf  anderem  Wege  berechnet  worden  sind. 
Zunächst  werden  die  Logarithmen  der  Koeffizienten  b^  =  1,  b^  =  1.74. 
62  =  — -2.52,    ^3  =  — 3.97  hingeschrieben: 

0        0.240549     0.401401,,     0.598791,,. 
.\lsdann  bildet  man  die  Logarithmen  der  Quadrate  und  Produkte, 
die  in  den  verschiedenen   Kolonnen  vorkommen.     Da  die  erste  Kolonne 
hier  immer  nur  aus  der  Zahl  1  besteht,  so  kann  sie  fortgelassen  werden. 
0.481098        0.802802         1.197582 
0.702431         1.140370 
Die  Logarithmen  der  Summen  bildet  man  mit  der  Tabelle  der  Addi- 
tionslogarithmen  oder    Subtraktionslogarithmen. 


A 

A 

0.481098 

0.802802 

0.702431 

9.778667 

1.140370 

9.662 

B  =  0.204313 

B 

=  0.164250 

Ci  =  0.906744 

Cz 

=  1.304620 

C3  =  1.197 

Mit   diesen    Zahlen   verfährt   man   ebenso   u.  s.  f. 


1.813488 
1.605650« 
A  =   9.787997 

B 

0.207838 

2.609240 

2.405356,, 

9.777516 

B 

0.203884 

1.393647 

2.182672 

2.395164 

2.787294 
2.483902« 
A   =  0.004712 

0.303392 

4.365746 

4.089838« 

9.948213 

0.275908 

2.488614 

4.038051 

4.790328 

4.977228 
4.339081« 
C  =  9.886453 

0.6.38147 

8.076102 

7.579972« 
9.833110 

0.496130 

4.863681 

7.909212 

9.580656 

9.727362 
8.210242^ 
C  =   9.986593 

1.517120 

15.818424 

14.745367« 

9.961650 

1.073057 

9.713955 

15.780074 

19.16:1;M2 
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19.427910 
16.081104« 
C  =   9.999804 

3.346806 

31.560148 

29.176297« 

9.998201 

2.383851 

19.427714 

31.558349 

38.322624 

38.855428 
31.859379« 

6.996 

63.116698 

58.051368« 

9.999996 

5.065 

63.116694 

Für  die  größeren  Werte  von  B  ist  die  Tafel  der  Subtraktions- 
logarithmen  benutzt. 

Weiter  zu  rechnen  hat  keinen  Sinn,  wenn  man  sich  auf  sechsstellige 
Logarithmen  beschränkt.  Denn  beim  nächsten  Schritt  würden  nur  die 
Quadrate  der  Koeffizienten  in  Betracht  kommen,  die  Produkte  werden 
so  klein  gegen  die  Quadrate,  daß  sie  die  secliste  Stelle  im  Logarithmus  der 
Summe  nicht  mehr  beeinflussen.  Es  würde  daher  dasselbe  Resultat  geben, 
ob  man  nun  aus  den  Quotienten  der  berechneten  Koeffizienten  die  64. 
Wurzein  auszielit  oder  aus  ihren  Quadraten  die  128.  Wurzeln.  Nur  in  der 
zweiten  Kolonne  ist  beim  nächsten  Schritt  noch  eine  kleine  Änderung 
des  Quadrates  des  Koeffizienten  in  der  sechsten  Stelle  des  Logarithmus 
vorhanden.  Wir  schreiben  also  für  die  Logarithmen  der  Koeffizienten 
der  Gleichung  der  64.  Potenzen 

«0  =  1  Diff. 

log  «1     19.427714«    12.130633 
logaa    31.558347        6.764277 


log  ag     38.322624« 

«2 

Die  Logarithmen  der  64.  Wurzeln  aus  — •  a^,  — ■  — , 


sind; 


0.303558 
0.189541 
0.105692. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Wurzeln  bis  auf  ihr  Vorzeichen: 

2.01168 
1.54718 
1.27553. 

Um  auch  die  Vorzeichen  zu  ermitteln,  beachte  man,  daß  nach  der 
Zeichenregel  des  Cartesius  die  Gleichung  eine  und  nur  eine  negative  Wurzel 
besitzt.  Da  ferner  die  Summe  der  Wurzeln  gleich  +  1.74  sein  soll,  so 
orgibt  sich  durch  den  Versuch,  eine  der  drei  Zahlen  von  der  Summe  der 
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andern  abzuziehen,  sogleich,  daß  die  mittlere  der  drei  Zahlen  negativ  zu 
nehmen  ist. 

Die  Summe  der  drei  Zahlen 

+  2.01168 
—  1.54718 
+  1.27553 
•  ■rgibt 

+  1.74003. 

Man  kann  dies  als  ausreichende  Probe  betrachten,  daß  die  drei 
gefundenen  Werte  bis  auf  wenige  Einheiten  der  fünften  Dezimale  richtig 
sind.  Will  man  eine  vollständige  Probe,  so  kann  man  außer  der  Summe 
der  W^erte  auch  die  Summe  der  Produkte  von  je  zweien  und  das  Produkt 
der  drei  Werte  berechnen.  Bezeichnet  man  die  drei  Werte  mit  a,  6,  c, 
so  ergibt  sich 

{x  —  a)    {x — -  b)   [x  —  c) 
=  x^~  1.74003  x^  —  2.51995  x  +  3.97000. 

Nun  w^ar  die  gegebene  Gleichung 

a-3  —  1.74  a;2  —  2.52  x  +  3.97  =  0. 

Mithin  ist  für  jede  Wurzel  x: 

ix  —  a){x  —  h)  (x  —  c)  =  —0.00003  a;^  +  0.00005  x={—3x^b)x-  10"^ 

Für  die  Wurzel,  die  nahe  bei  a  liegt,  setze  man 

{—3x-^b)x-  10-^ 


a  = 


{x  —  b)  {x  —  c) 


Dann  ändert  sich  die  rechte  Seite  sehr  langsam,  wenn  x  in  der  Nähe 
von  a  liegt.  Man  findet  daher  einen  Näherungswert  für  die  Verbesserung 
X  —  a,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  a;  =  a  setzt.  Die  Rechnung  wird 
mit  dem  Rechenschieber  auf  eine  oder  zwei  Stellen  ausgeführt  und  gibt 
in  Einheiten  der  fünften  Dezimale  x  —  a  =  —  0,8.  Es  hat  keinen  Sinn, 
genauer  zu  rechnen,  wenn  die  Koeffizienten  a  -\-  b  -{-  c,  bc-{-ca-\-ab, 
ab  c  nur  wie  hier  mit  sechsstelligen  Logarithmen  berechnet  sind.  In  ähn- 
licher Weise  findet  man  für  die  Verbesserungen  von  b  und  c  in  Einheiten 
der  fünften  Dezimale  die  Werte  — 1.5  und  — 0.7. 

Wenn  zwei  oder  mehr  Wurzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich 
sind,  so  werden  die  Potenzen  nicht  auseinanderrücken.  Man  muß  dann 
die  Betrachtung  ein  wenig  allgemeiner   fassen. 

Es  seien  die  Wurzeln  Xj  3:3  •  •  •  Xa  der  Gleichung  ao  x"  +  Oj  x"~^ 
+  •  •  •  +  ö„_i  X  -\-  ün  =  0  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner 
als  r,  während  die  übrigen  Wurzeln  Xa+i,  ar^  ,  .  .  .  a-^  im  Verhältnis  zu  r 
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klein  sind.    Alsdann  kann  man  zeigen,  daß  die  Wurzeln  x^  x.^  .  .  .  x„  nur 
um  kleine  Bruchteile  ihrer  Beträge  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 

Oo  a-«  +  öl  x°-^  +  •  •  •  +  ('a-l  X  +  fl„  =  0 

abweichen,     während   x^+i  x^j^..,  ■  ■  ■  Xn    bis    auf   kleine   Bruchteile  ihrer 
Beträge   mit    den   Wurzeln    der    Gleichung 

a«  .x"-«  -h  «a+i  .r"-«-^  +  •  •  •  +  a„_,  rr  +  a„  =  0 

übereinstimmen. 

Ist  nämlich  x  dem  absoluten  Betrage  nach  größer  oder  gleich  /•. 
so  läßt  sich  zeigen,   daß 

ßo  x''  +  öia;'*"'^  ^  •  •  ■  +  a«_i  x  +  a„ 


sehr  nahe  mit übereinstimmt.     Die   beiden 

Ausdrücke   unterscheiden   sich   nur    durch   die   Glieder 

^a  -1-  ß 

Von   diesen  Gliedern  muß   aber  jedes  sehr  klein  sem.    Denn 

<'a 

ist  positiv  oder  negativ  gleich  der  Summe  der  Produkte  von  je  a  +  ß 
Wurzeln  dividiert  durch  die  Summe  der  Produkte  von  je  a  Wurzeln.  Von 
diesen  letzteren  ist  x^^  .r,  .  .  .  Xa  dem  absoluten  Betrage  nach  das  größte, 
während  alle  übrigen  gegen  dieses  sehr  klein  sind.  In  der  ersten  Summe 
sind  diejenigen  Produkte  die  größten,  in  denen  x^  x^  ■  ■  ■  x^  und  nur  ß  von 
den  Wurzeln  x^j^x  .  .  .  x^  vorkommen.  Wird  mit  x~^  multipliziert, 
so  muß  jedes  Glied  klein  gegen  x^  x^  .  .  .  .r„  sein,  weil  x~^  klein  ist  gegen 
das  Produkt  von  ß  Faktoren  x^j^i  .  ■  ■  x^-  Folglich  ist  unter  den  ge- 
machten Annahmen 

nr     f 


sehr  klein  und  folglich  ist  für  alle  Werte  von  x,  deren  absoluter  Betrag 
größer  ist  als  r.  d.  h.  also  groß  ist  gegen  x^+i  ■  .  .  Xn, 

a-o  x"  +  «1  a;"~^  +  •  •  •  +  a«_i  x  -{-  a^ 


sehr  nahe  übereinstimmend  mit 


Uq  x"   +   öl  a;*'     ^   +    •   •   •   -1-   tta—i  X  +  tta 
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Oder,  was  dasselbe  ist,  es  muß  für  alle  Werte  von  .r,   die  groß  sind  gegen 

'a-f  1  •   •   •  •^n- 

selir  nahe  mit 


±(^')(^ 


11...I--1 


•'a 

übereinstimmen,   wo  z-^^z.^ .  .  .  Zg   die  Wurzeln   der   Gleichung 

ÜQ  x°-  —  eil  x'^'~^  +   •  •  •  —  «o-i  X  -r  Cla 
bedeuten.    Wird  also  x  gleich  einem  der  Werte  x^x.y  •  ■  ■  ^a  gesetzt,  so  muß 

sehr  klein  werden.  Mithin  muß  einer  der  Faktoren  dieses  Produktes 
sehr  klein  werden,  d.  h.  es  muß  der  betreffende  Wert  von  x  bis  auf 
einen  relativ  kleinen  Betrag  gleich  einem  der  Werte  z^Z2  .  ■  ■  z^  sein. 

Andererseits  stimmt   für  alle  Werte  von  x.    die  klein  sind  gegen 
'i  .  .  .  .f„,  der  Wert  von 

ÜQ  x"  -r  «1  X^~^  -r  •  •  •  -r  «n— l  ^  +  ^n 

sehr  nahe  mit 

a„a;"-"  -K  a^+i  x'*-"+^  +  •  •  •  +  a„_i  x  -\-  a^ 


a^x-   " 

überein.     Dieser  Satz  folgt  sofort  aus  dem  vorigen,  wenn  man  die  Ver- 
änderliche t  =  x~^  einführt   und  die  ganze  Funktion 

«0  +  «1  ^  —  «2  ^^  -r  •  •  ■  -f  a«_i  i"~^  +  «n'" 

betrachtet.     Die  Wurzeln 

,    _    — 1  .    —1 

h  ^  -''i     ■  ■  ■  ■  la—  •'^a 

sind  dann  klein  gegen  die  W'urzeln 

/«— 1  —1  4    —  ,.    1 

Es  ergibt   sich  mithin,    daß  die  Wurzeln  x^+i,  ■  •  ■  ^n  um  relativ  kleine 
Beträge  von  den  Wurzeln   der   Gleichung 

a„.T"-"  -^  «,+1  .r"-«-i  H K  «n  =  0 

abweichen. 

Man  kann  die  beiden  Sätze  so  zusammenfassen:    Sind  die  Wurzeln 
a'i  x.^  •  ■  ■  Xn  so  in  zwei  Gruppen  x^x.^  .  .  .  Xa   und  Xa+i-  ■  •  x,^    zerlegbar, 
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daß  die  Werte  der  einen  Gruppe  groß  gegen  die  Werte  der  andern  Gruppe 
sind,    so    spaltet    sich    die    Gleichung 

«0  '^'"  +  ^'i  -^'""^  +  •  •  •  +  a,.-i  -f  -r  ö„  =  0 


in  die  beiden; 


«0  '^a  +  öl  a"    1  4-  .  .  .  +  a„  =  0, 
r"-«  +  a„+i  x"-«-i  +  .  .  .  +  a^  =  0, 


deren  Wurzeln  bis  auf  relativ  kleine  Beträge  gleich  den  Wurzeln  der  beiden 
Gruppen  sind.  Es  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  daß  unter  den  Wurzeln 
einer  Gruppe  zwei  oder  mehr  als  zwei  den  gleichen  absoluten  Betrag  haben. 
Wenn  sich  die  Wurzeln  einer  Gruppe  abermals  in  zwei  Gruppen  zerlegen 
lasser,  von  denen  wieder  die  einen  groß  gegen  die  andern  sind,  so  spaltet 
sich  auch  die  Gleichung  wieder  in  zwei  Gleichungen  u.  s.  f.  Wenn  sich 
die  n  Wurzeln  in  n  Gruppen  zerlegen  lassen,  so  ergeben  sich  die  ?i  linearen 
Gleichungen 

«0  ^  +  «1  =  0,  %  a;  +  «2  =  0,  .  .  .,   a«_i  x  -f  a„  =  0, 

die  wir  auf  anderem  Wegfe  schon  oben  für  diesen  Fall  abgeleitet  hatten. 
Diese  Betrachtungen  gelten  auch  für  komplexe  Wurzeln.  Hier  tritt  bei 
reellen  Werten  der  Koeffizienten  üq  a^ .  .  .  a„  immer  der  Fall  ein,  daß  zwei 
Wurzeln,  nämlich  je  zwei  konjugierte,  dem  absoluten  Betrage  nach  einander 
gleich  sind.  Man  wird  hier  im  allgemeinen  in  der  Gleichung,  deren  Wurzeln 
hinreichend  hohe  Potenzen  der  ursprünglichen  Wurzeln  sind,  ebenso  viele 
Gruppen  je  zweier  Wurzeln  haben,  als  man  Paare  imaginärer  Wurzeln 
hat.  Die  Gleichung  zerfällt  dann  in  so  viele  Gleichungen  ersten  Grades, 
als  reelle  Wurzeln  vorhanden  sind,  und  so  viele  Gleichungen  zweiten  Grades, 
als  es  Paare  konjugierter  Wurzeln  gibt.  Als  Beispiel  möge  die  Gleichung 
fünften  Grades 

7  x^  +  5.47  x^  —  3.33  x^  —  1.72  x  +  0.15  =-  0 

betrachtet  werden. 

log  7        =  0.845098 

log  5.47  -  0.737987 

log  3.33  =  0.522444 

log  1.72,1  =0.235528« 

log  0.15„=  9.176091«. 
Wir  dividieren  durch  7,  um  den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  gleich  1 
zu  machen,  dann  braucht  die  erste  Kolonne  nicht  geführt  zu  werden. 
Die  Koeffizienten  sind  dann 

b^  =  1,  b^  =  0,  log  b^  =  9.892889,  log  b^  =  9.677346, 
log  64  =  9.390430n,  log  &5  =  8.330993«. 

Bei  den  Logarithmen  ist  überall  — 10  zu  ergänzen. 
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0.193919,,     9.785778     9.354692     8.780860     6.661986 
9.691460„     9.584349     8.309369 

Man  schreibt  sich  die  Logarithmen  der  doppelten  Koeffizienten  2  b.^,  2  b^ 
in  einer  Reihe  auf  einen  Papierstreifen  und  hält  diesen  dann  in  der  richtigen 
Lage  unter  die  Reihe  der  Logarithmen  von  b,  um  so  die  Logarithmen  der 
doppelten  Produkte  zu  bilden.  In  diesem  speziellen  Fall,  wo  b^  gleich 
Null  ist,  enthält  keine  der  Kolonnen  mehr  als  zwei  Logarithmen.  Bei  den 
nächsten  Schritten  werden  in  zwei  Kolonnen  je  drei  Logarithmen  vor- 
kommen, die  dann  mit  der  Tabelle  der  Additionslogarithmen  oder  Sub- 
traktionslogarithmen zu  behandeln  sind.  Es  ergeben  sich  für  die  Gleichung 
der   Wurzelquadrate   die   Logarithmen    der    Koeffizienten: 

0.193919«    9.076281     9.785557     8.907213    6.661986. 

Der  eine  negative  Koeffizient  beweist,  daß  die  ursprüngliche  Gleichung 
nicht  lauter  reelle  Wurzeln  haben  kann.     Denn  in  der   Reihe 

kommen  nur  drei  Zeichenwechsel  vor.    Nach  der  Zeichenregel  des  Cartesius 
sind  also  unter  den  Wurzelquadraten  höchstens  3  positiv.     Es  können 
daher  unter  den  Wurzeln  nicht  mehr  als  drei  reell  sein. 
Beim  nächsten   Schritt  erhalten  wir   die   Kolonnen 

0.387838      8.152562     9.571114     7.814426       3.323972 
9.377311„    0.280506     8.284524„   6.748573« 
9.208243     7.156935„ 

Die  Logarithmen  der  Koeffizienten  der  Gleichung  der  vierten  Potenzen 
worden : 

0.343235,  0.318775,  9.546295,  7.775405—10,  3.323972—10. 

Von  hier  ab  ist  die  Charakteristik  vollständig  bezeichnet,  um  zu  keinen 
Verwechselungen  Anlaß  zu  geben. 

0.686470    0.637550         9.092590—10     5.550810—10    6.647944—20 
0.619805„   0.190560„        8.395210—10    3.171297—10 
8.076435—10  3.968237—10 

Für  die  8ten  Potenzen  ergeben  sich  daraus  die  Zahlen: 

9.839676—10    0.447423    8.995285—10    5.548994—10 
6.647944—20 
füi"  die  16ten  Potenzen: 

0.709736,,    0.887216     7.981676—10     1.097984—10 
3.295888—30 

Runge.  Praxis  iler  Gleichungen.  10 
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Der  letzte  Koeffizient  beeinflußt  jetzt  die  vorhergehenden  nicht 
mehr  und  auch  der  vorletzte  beeinflußt  die  ihm  vorhergehenden  nicht 
mehr  wesentlich.  Man  findet  daher  die  absoluten  Beträge  zweier  reeller 
Wurzeln: 


16 


3.295888—30 
1.097984—10 

2.197904—20 
14.197904—32  1 


8.887369 


16 


1.097984—10 
7.981676—10 
3.116308—10 
9.116308—16 


9.569769 


num  log  8.887369  =  0.077156  num  log  9.569769  =  0.371338 

Von  hier  ab  können  nun  die  letzten  beiden  Koeffizienten  weggelassen 
werden,  so  daß  man  es  nur  noch  mit  drei  Zahlen  zu  tun  hat  wie  bei  einer 
Gleichung  dritten  Grades.     Für  die  32ten  Potenzen  ergibt  sich 

1.035229       1.775149      5.963352—10 

Jetzt  spielt  auch  die  dritte  Zahl  keine  Rolle  mehr  und  wir  erhalten  eine 
weitere  Wurzel 

5.963352—10 

1.775149 


32 


4.188203—10 
26.188203—32 


9.818381 


num  log  9.818381  =  0.658235 

Die  übrigen  beiden  Wurzeln  müssen  konjugiert  imaginär  sein.  Denn 
wir  fanden  schon  oben,  daß  nicht  mehr  als  drei  Wurzeln  reell  sein  können. 
Der  absolute  Betrag  ergibt  sich  aus  der  zweiten  Zahl  1.775149,  die  das 
Produkt  der  32ten  Potenzen  der  beiden  konjugierten  W'urzeln,  also  die 
64te  Potenz  ihres  absoluten  Betrages  darstellt.  Der  absolute  Betrag  er- 
gibt sich  daher: 

64  !  1.775149  |  0.027737 
r  =  1.065951 

Wir  haben  also  das  folgende  Resultat 


Absoluter  Wurzelbetrag 

Logarithmus 

0.077156 

8.887369 

0.371338 

9.569769 

0.658235 

9.818381 

1.065951 

0.027737 

1.065951 

0.027737 

Summe:     8.330993 

Es  erübrigt  nun  noch  die  Vorzeichen  der  reellen  Wurzeln  und  die  beiden 
konjugierten  Wurzeln  zu  finden.     Nach  der  Zeichenregel  des  Cartesius 
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hat  die  Gleichung  eine  und  nur  eine  negative  Wurzel.  Zwei  Wurzeln  sind 
daher  positiv.  Welche  von  den  Wurzeln  negativ  ist,  erkennt  man,  indem 
man  das  Vorzeichen  der  linken  Seite  der  Gleichung  für  einfache  Werte 
von  X,  deren  absoluter  Betrag  zwischen  den  gefundenen  Werten  liegt, 
bestimmt.  Man  setzt  z.  B.  x  =  — 0.5  ein  und  überzeugt  sich  sogleich, 
indem  man  den  Wert  in  der  oben  beschriebenen  Weise  berechnet,  daß 
die  linke  Seite  negativ  ist.  Es  liegt  also  zwischen  — 0.5  und  0  eine  Wurzeln. 
Ferner  setzt  man  +  0.2  ein  und  findet,  daß  die  linke  Seite  ebenfalls  negativ 
ist  und  daher  zwischen  0  und  -p  0.2  auch  eine  Wurzel  liegt.  Das  letzte 
verlangt,  daß  0.077156  zu  einer  positiven  W'urzel  gehört,  und  das  erste, 
daß  die  negative  Wurzel  zu  einem  der  beiden  Werte  0.077156  oder  0.371338 
gehört.  Folglich  ist  die  negative  Wurzel  gleich  — 0.371338  und  die  posi- 
tiven Wurzeln  -  0.077156  und  -  0.658235. 

Die  Summe  der  beiden  konjugierten  Wurzeln  ist  gleich  dem  Doppelten 
ihres  reellen  Teils.  Da  nun  der  Koeffizient  von  x^  Null  ist  und  daher  die 
Summe  der  Wurzeln  verschwindet,  so  hat  man  für  den  reellen  Teil  ii  der 
beiden    konjugierten  Wurzeln   die    Gleichung 

2  II  +  0.077156  —  0.371338  +  0.658235  =  0, 

d.h.  2  a  = —0.364053  =  2rcos  9; 

log  u  =  9.260135„ 

log  /•  =  0.027737 

log  cos  9?  =  9. 232398 „  (p  =,—  99«  49'  56". 

Die    beiden    konjugierten   Wurzeln    sind    demnach 

re^^'P^  wor  =  1.06595 

(p  =  990  49'  56". 

Will  man  eine  vollständige  Probe  der  Rechnung  ausführen,  so  ist  das 
Produkt   der   fünf  linearen   Faktoren 

{x  —  /•  ef')  [x  —  r  e-f')  {x  —  0.658235)  (x  +  0.371338) 
(a;  — 0.077156) 
oder 

{x^  +  0.364053  x  +  1.13625)  {x  —  0.658235)  {x  +  0.371338) 
(a;  —  0.077156) 

zu  bilden  und  mit  der  gegebenen  Gleichung  zu  vergleichen.  Es  er- 
gibt sich: 

x^  4-  0.7814236  x^  —  0.4757220  x^  —  0.2457135  x  +  0.0214286  *). 

•)  Das  Ausmultiplizieren  geschieht  bequem  mit  der  Rechenmaschine  oder 
etwas  weniger  bequem  mit  der  Rechentafel,  indem  man  den  ersten  Faktor  mit  dem 
zweiten,  das  Resultat  mit  dem  dritten  u.  s.  w.  multipliziert. 

10* 
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während  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung,  nachdem  durch  den 
Koeffizienten   der  höchsten   Potenz   dividiert  ist,   gibt : 

x^  +  0.7814286  x^  —  0.4757143  x^  —  0.2457143  x  +  0.0214286. 

Bezeichnet  man  das  Produkt  der  gefundenen  linearen  Faktoren 
mit  (p  (a:),  so  läßt  sich  also  die  gegebene  Gleichung  in  der  Form  ausdrücken : 

cp  {x)  +  (50  x^  +  77  a;2  —  8  x)  IG"'  =  0. 

Nun  kann  man  Korrektionen  der  Wurzeln  berechnen,  indem  man  die 
Gleichung  durch  vier  von  den  linearen  Faktoren  dividiert  und  z.  B. 
schreibt : 

X  —  0.658235 
(50a;3  +  77.x2  — 8  a;)  10-' 
^  ~ T.r2  +  0.364053  a:  +  1.13625)  [x  +  0.371338)  (x  —  0.077156) 

Die  rechte  Seite  ändert  sich  dann  nur  wenig  mit  x,  wenn  x  nur  wenig  von 
0.658235  verschieden  ist,  und  daher  ist  die  linke  Seite  sehr  nahe  gleich 
dem  Wert,  den  man  erhält,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  für  x  den 
Wert  0.6.58235  einsetzt. 

Die  Berechnung  wird  nur  auf  wenige  Stellen  am  besten  mit  dem. 
Rechenschieber  ausgeführt. 

So  ergibt  sich 

X  —  0.658235  =  —  0.000004 

und  in  ähnlicher  Weise 

X  +  0.371338  =  —  0.000002 
X  —  0.077156  =  -1-  0.000000. 

Auch  die  Korrekturen  der  komplexen  Wurzeln  kann  man  in  derselben 
Weise  berechnen.  Und  da  die  beiden  Korrekturen  einander  konjugiert 
sein  müssen,  so  braucht  man  nur  eine  zu  berechnen.  Die  Rechnung  ge- 
schieht ebenfalls  bequem   mit   dem   Rechenschieber   und  ergibt 

x  —  re'^f^  =  (3  +  i)  lO"*'. 

Daraus: 

dr  =  (3  cos  9?  +  sin  cp)  10"^  =  0.5  x  10"^ 

10-« 
d  (p  ^=  (cos  q)  —  3  sin  cp) •  ß"  =  —  0.6". 

Als  Probe  dafür,  daß  die  Korrekturen  richtig  berechnet  sind,  kann 
man  den  Umstand  benutzen,  daß  die  Summe  der  fünf  Wurzeln  Null 
bleiben,  also   die    Summe   der    Korrekturen   verschwinden   muß. 

Die  Gleichungen,  der  die  Wurzelpotenzen  genügen,  lassen  sich  statt 
mit  Additionslogarithmen  auch  mit  der  Rechenmaschine  bequem  bilden. 
Man  rechnet  dabei  immer  gleich  den  Wert  einer  Kolonne  aus,  ohne  die 
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einzelnen  Glieder  hinzuschreiben,  da  die  Maschine  die  Addition  der  Qua- 
drate und  Produkte  selbsttätig  besorgt.  Die  sehr  großen  oder  sehr  kleinen 
Werte,  die  sich  im  Verlauf  der  Rechnung  alsbald  ergeben,  schreibt  man 
am  besten  als  Produkt  einer  Zahl  zwischen  1  und  10  mit  einer  positiven 
oder  negativen  Potenz  von  10.  Dabei  braucht  man  nur  den  Exponenten 
von  10  anzumerken,  etwa  über  der  andern  Zahl. 
Sei  z.  B.  die  Gleichung  gegeben : 

3.22  .r«  +  4.12  x^  +  3.11  x^  —  7.25  x^  +  1.88  x  —  7.84  =  0, 

so  dalj  sich  fiu-  die  oben  S.  138  mit  Öq,  ö^,  ^2  •  •  •  ^^6  bezeichneten  Größen 
die  Werte 

3.22,  0,  4.12,  —3.11,  —7.25,  —1.88,  —7.84 

ergeben,   so  findet  man  für  die  Gleichung  der  Wurzelquadrate 

1112  1 

+  1.0368,     —2.6533,     —2.9716,     +1-1990,     —2.3733, 

2  1 

—  1.1015,     +6.1466. 

Die  über  den  Dezimalbrüchen  stehenden  Zahlen  bedeuten  die  Potenz 
von  10,  mit  der  man  sich  die  Dezimalbrüche  multipliziert  denken  muß. 
Es  sind  also  nichts  anderes  als  die  Charakteristiken  ihrer  Logarithmen. 
Zunächst  wäre  diese  Schreibweise  noch  nicht  notw^endig.  Sobald  aber 
die  Charakteristiken  sehr  groß  werden,  stellt  sich  die  Notwendigkeit  ein. 
Die  beiden  Zeichenfolgen  zwischen  der  2ten  und  3ten  und  zwischen  der 
5ten  und  6ten  Zahl  entsprechen  zwei  Zeichenwechseln  in  den  eigentlichen 
Koeffizienten  der  Gleichung  der  Wurzel quadrate.  Nach  der  Zeichenregel 
des  Gartesius  sind  daher  nicht  mehr  als  zwei  positive  Wurzelquadrate, 
mithin  nicht  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  vorhanden.  Das  zeigt  sich  auch 
im  weiteren  Verlauf  der  Rechnung.  Für  die  Gleichung  der  128ten  Potenzen 
erhält  man 

65  82  101  117         120  117  114 

1.013  +  3.051  +  2.081  +  1.125  +  8.179  —  2.912  +  2.968 

Hier   haben   sich    die  Wurzeln,     deren   absolute   Beträge  nicht   die 
gleichen  sind,  schon  in  4  Gruppen  getrennt.    Die  drei  ersten  Koeffizienten 

65  82  101 

1.013       +  3.051       +  2.081 

haben  keinen  Einfluß  mehr  auf  die  Bildung  der  übrigen,   soweit  sie  hier 
berechnet   werden.      Ebenso   trennen   sich   ab: 
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101 

117 

+  2.081 

+  1.125 

117 

120 

+  1.125 

+  8.179 

120 

117 

114 

8.179 

—  2.912 

+  2.968 

Nur  der  3te  Wert  erfährt  in  den  ersten  4  Ziffern  beim  nächsten 
Schritt  noch  eine  kleine  Änderung,  weshalb  es  sich  noch  lohnt,  für  den 
dritten  Koeffizienten  allein  noch  einen  Schritt  weiter  zu  gehen  und  dann 

101  202 

statt  2.081  die  Quadratwurzel  aus  dem  neuen  Wert  4.324  zu  setzen.  Die 
beiden  Gruppen  von  zwei  Zahlen  bestimmen  die  beiden  reellen  Wurzeln. 
Da  nun  die  gegebene  Gleichung  in  ihren  Koeffizienten  3  Zeichenwechsel 
hat,  so  folgt  aus  der  Zeichenregel  des  Cartesius,  daß  nur  eine  oder  drei 
positive  Wurzeln  vorhanden  sein  können.  Mithin  muß  von  den  beiden 
reellen  Wurzeln  die  eine  positiv,   die  andere  negativ  sein. 

Es  ergeben  sich  die  beiden  Werte 

fp^^^^l  ^  1.32714 

■y 4,324  •  10202 


i.  z  & 

i 


8,179  •  10120 

=  1.07193. 


1,125  •  10^" 

Welcher   von   diesen   beiden  Werten   positiv    und  welcher   negativ 
zu  setzen  ist,  erfährt  man,  indem  man  einen  Zwischenwert  z.  B.  1,2  für  x 
in  die  gegebene  Gleichung  einsetzt  und  das  Vorzeichen  der  linken  Seite  be- 
stimmt. Mit  dem  Rechenschieber  hat  man  in  der  oben  beschriebenen  Weise: 
3.22        0       +4.12  +  3.11  —  7.25  +  1.88—    7.84 
+  3.86  +  4.64  +  10.5  +  16.3  +  10.8  +  15.2 
+  3.86  +  8.76  +  13.6  +    9.0  +  12.7  +    7.4  =  /  (1.2). 
Das  positive  Zeichen  besagt,  daß  zwischen  x  =  0  und  a;  =  1.2  eine  positive 
Wurzel  liegt.     Daher  sind  die  beiden  reellen  Wurzeln 

+  1.07193  und  —  1.32714. 
Die  beiden  Gruppen  von  je  drei  Zahlen  entsprechen  den  beiden  Paaren 
konjugierter  Wurzeln.      Ihre   absoluten   Beträge   sind 


K  4^324^10-  ^  ^^3gg2g 


|/l,013  •  10^ 


1/ 


2,968  •  10"* 

8.179.  10.^0  =  0-9«72. 
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Die  konjugierten  Wurzeln  selbst  findet  man  aus  der  Summe  der 
6  Wurzeln  und  der  Summe  ihrer  reziproken  Werte.  Die  Summe  der  6 
Wurzeln  ist  für  die  gegebene  Gleichung  gleich  Null.  Die  Summe  ihrer 
reziproken  Werte  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Koeffizienten  gleich 

1.88 
^  7.84' 

Bezeichnen  u^  und  u.^  die  reellen  Teile  der  beiden  komplexen  Wurzel - 
paare  und  r^  und  r.^  ihre  absoluten  Beträge,  so  ist  die  Summe  der  4  kom- 
plexen Wurzeln  gleich 

2  Uj  -r  2  U2 

und  die  Summe  ihrer  reziproken  Werte  gleich 

2  »1       2  Uo 

Da  nun  die  übrigen  beiden  Wurzeln  sowie  i\  und  7o  bekannt  sind, 
so  erhält  man  für  (fj  und  \i.^  zwei  lineare  Gleichungen 

2  «1  +  2  n.,  =  0.25521 

2  XU        2  n.-, 

— ;^  +  — f  =  0.06040, 

aus  denen  ii^  =  -j-  0.18769  1*3=^  —  0.06009  gefunden  wird.  Die  imaginären 
Teile   fj  i  und   v.^  i  sind   dann   aus 


zu  berechnen.     So  ergeben  sich  die  beiden  Paare 

0.18769  +  1.37350  i  und  —0,06009  ±  0.94181  i. 

Die  Probe  kann  in  derselben  Weise  wie  oben  ausgeführt  werden. 
Man  bildet  mit  den  gefundenen  Wurzel  werten  das  Produkt  der  linearen 
Faktoren,  wobei  zwei  konjugierte  Wurzeln  gleich  in  einem  Faktor  zweiten 
Grades  vereinigt  werden. 
So  ergibt  sich: 

3,22  {X  +  1.32714)  (a-  —  1.07193)  {x"  —  0.37538  x  +  1.92172) 

{x^  -t-  0.12018  X  +  0,89061)  =  3.22  x^  +  0.000032  x^  +  4.119945  x^ 

+  3.110212  x^  —  7.249904  x^  +  1.879964  x  —  7.840012, 

während  die  linke   Seite   der   gegebenen   Gleichung  war: 

3.22  x^  +  4.12  X'*  4-  3.11  3^  —  7.25  x"  +  1-88  x  —  7.84. 

Bezeichnet  man  das  Produkt  der  gefundenen  Faktoren  mit  9?  (x), 
so  kann  man  die  gegebene  Gleichung  daher  in  die  Form  bringen: 
if>  {x)  =  (32  x^  —  55  a;^  +  212  x^  +  96  x"^  —  36  .r  —  12)  10-'\ 
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Dividiert  man  hier  beide  Seiten  durch  das  Produkt  aller  Faktoren 
außer  einem,  so  erhält  man  auf  der  linken  Seite  eine  Funktion  ersten 
Grades,  auf  der  rechten  Seite  eine  gebrochene  Funktion,  die  sich  nur 
langsam  mit  x  ändert,  wenn  die  linke  Seite  sehr  klein  ist. 

Hieraus  findet  man  eine  Verbesserung  des  betreffenden  Wurzel - 
wertes,  in  dem  man  ihn  auf  der  rechten  Seite  für  x  einsetzt.  Dabei  braucht 
man  natürlich  nur  wenige  Stellen  zu  berücksichtigen.  Die  Verbesserung 
von  X  =  — 1.32714  z.  B.  wird  mit  dem  Rechenschieber  so  gefunden.  Man 
berechnet  zunächst  (32  x^  —  55  a"*  +  212  .r^  +  96  o-^  —  36  x  —  12)  lO"*^ 
für  X  =  —  1.327: 

32—55        +  212     +96—36—12 
—  42,5     +  129     —  453     +  474     —  581 


—  97.5     +  341     —  357     +  438    —  593 

Das  ergibt  —  59.10~"°.     Dann  berechnet  man  das  Produkt 

3.22  {X  —  1.07193)  {x^  —  0.37538  x  +  1.92172) 
(a'2  +  0.12018  X  +  0.89061) 
für  a;  =  —  1.327: 


1     —0.375     +1.92 

1         0.120 

+  0.89 

—  1.327     +  2.26 

—  1.327 

—  1.207 

+  1.60 

—  1.70       +  4.18 

+  2.49 

—  3,22  .  2,40  . 

4,18  .  2,49  =  — 

80. 

ie  Korrektion  der  Wurzel 

wäi'e  danach 

59 
+  80-'°-' 

=  +  7  •  10-^ 

In  derselben  Weise  ergibt  sich,  daß  der  Wurzel  wert  1.07193  um 
etwa  6  Einheiten  der  sechsten  Stelle  zu  klein  ist. 

Will  man  die  komplexen  Wurzeln  auf  ähnliche  Weise  kontrollieren, 
so  kann  man  das  auch  etwas  anders  ausführen,  als  es  oben  auseinander- 
gesetzt wurde.  Man  kann  dabei  nämlich  auch  im  Gebiete  der  reellen  Zahlen 
bleiben  und  die  Verbesserungen  der  Koeffizienten  für  je  einen  der  Faktoren 
zweiten  Grades  suchen,  die  den  konjugierten  Paaren  entsprechen.  Man 
dividiert  die  Gleichung 

(p  (x)  =  (32  .1^  —  55  a:^  +  212  x^  +  96  rc^  —  36  x  —  12)  lO"'^ 

auf  beiden  Seiten  durch  alle  Faktoren  mit  Ausnahme  eines  der  beiden 
Faktoren   zweiten   Grades   und   erhält   z.B.: 

a-2  —  0.37538  .1-  +  1.92172 
32  a^  —  55  rr*  +  212  x^  +  96  x^  —  36x  —  12 


3,22  {X  +  1.327)  (.r  —  1.072)  {x^-  +  0.12  .r  -  0.89) 


10- 
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Anstatt  nun  auf  der  rechten  Seite  für  x  eine  der  beiden  konjugierten 
Wurzeln  einzusetzen,  die  dem  Faktor  zweiten  Grades  entsprechen,  kann 
man  die  reelle  lineare  Funktion 

ax  ^  ß  .'  ■; 

berechnen,  welche  für  die  beiden  konjugierten  Wurzeln  mit  der  rechten 
Seite  übereinstimmt.  Dann  sind  —  a  und  —  ß  die  Verbesserungen  der 
Koeffizienten  des  Faktors  zweiten  Grades,  der  dann  also  die  verbesserte 
Form  annimmt: 

x^  —  (0.37538  +  a)  a-  +  1.92172  —  ß. 

Um  a  und  ß  zu  finden,  reduziert  man  zunächst  Zähler  und  Nenner 
modulo  :c2  _  0.37538  :r  +  1.92172,  d.  h.  man  dividiert  durch  den  Faktor 
zweiten  Grades  und  bestimmt  den  Rest.  Die  Rechnung  wird  auf  wenige 
Stellen  am  besten  mit  dem   Rechenschieber  ausgeführt. 


32 

—  55 

—  12 

+  212 
+  62 

96 
—  83 

—  36 
+  258 

—  12 

—  43 

+  150 

+  16 

+  134 

4-  179 
—  50 

+  229 

—  294 

—  86 

4-  441 

—  208    —  453 

Der  Zähler  stimmt  also,  wenn  x  gleich  einer  der  beiden  konjugierten 
Wurzeln  gesetzt  wird,  mit 

(— 208^  —  453)  10-*^ 
über  ein. 

Im  Nenner  reduziert  man  erst  das  Produkt 

{X  +  1.327)  {x  —  1.072)  =  a;2  +  0.255  x  —  1.42 
1     +0.255     —1.42 
—  0.375     +1.92 


dann  den  Faktor  x^ 


+  0.50    —  1.03 

Die  beiden  reduzierten  Faktoren  ersten  Grades  werden  miteinander 
multipliziott    und    das  Produkt    wieder   reduziert 


+  0.63 

—  3.34 

0.12 

X  +  0.89 

1 

+  0.12 

+  0.89 

—  0.38 

+  1.92 

154:         ^^^-  Abschnitt.     Ganze  rationale  Funktionen  einer  Veränderlichen. 

0.315     — 1.67 

—  0.65     +  3.44 


Produkt:     0.315     —2.32     +3.44 
—  0.12     +0.60 


—  2.20     +  2.84 

Das  reduzierte  Produkt  ist  dann  noch  mit  3.22  zu  multiplizieren  und  gibt 

—  7.1a; +  9.1 

Die  rechte  Seite  stimmt  danach  für  die  beiden  konjugierten  Wurzel - 

werte  mit 

21  X-  +  45  /  72         , 

•10-5  oder     3.0  +  — ^10" 


7,1  :c  — 9,1  \  l.ix  —  9A} 

überein. 

Um  nun  noch  den  Nenner  wegzuschaffen,  dividiert  man  x^  —  0.37538  a; 
+  1.92172  durch  7.1  a;  —  9.1 


1     —0.38     +1.92 
—  1.28 


0.14  X  +  0.13, 


+  0.90 

—  1.15 


+  3.07 

d.  h.  es  ist: 

a;2  —  0.38  x  +  1.92  3.07 

=  0.14  a;  + 0.13  + 


7.1a;  — 9.1  ■      -    ,      •        i    TAx  —  d.i 

Für  die  beiden  konjugierten  Werte  ist  also 

3.07 

=  — 0.14  a;  — 0.13, 


7.1a;  — 9.1 
daher 

72 


=  —  3.3  X  —  3.0. 


7.1a;  — 9.1 

Als   Resultat   der   ganzen   Reduktion  ergibt  sich  also 
—  3.3  X  10-5, 
so  daß   der   Faktor  zweiten   Grades  verbessert  lautet: 
a;2  —  0.37535  X-  +  1.92172. 
Die  analoge  Rechnung  für  das  zweite  Paar  konjugierter  Wurzeln  liefert 

+  3  a;  •  10-5, 
so  daß  hier  der  Faktor  zweiten  Grades  verbessert  lautet: 
a;2  +  0.12015  a;  +  0.89061. 
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Hat  man  es  mit  einer  Gleichung  zu  tun,  bei  der  mehr  als  zwei  Paare 
konjugierter  Wurzeln  vorkommen,  so  findet  man  zwar  die  absoluten 
Beträge  in  derselben  Weise  wie  bei  einem  oder  zwei  Paaren  konjugierter 
Wurzeln,  um  aber  auch  die  reellen  und  imaginären  Teile  zu  berechnen, 
kann  man  den  folgenden  Weg  einschlagen.  Es  werde  der  Grad  der  ge- 
gebenen Gleichung  als  gerade  und  gleich  2  m  vorausgesetzt.  Eine  Gleichung 
von  ungeradem  Grade  kann  man  sich  mit  x  multipliziert  denken,  um  sie 
in  eine  Gleichung  geraden  Grades  zu  verwandeln.  Die  Gleichung  werde 
dann  durch  die  Division  mit  .r"*  auf  die  Form  gebracht: 

Indem  man  nun  x  =  r  ef*  setzt  und  den  reellen  und  imaginären 
Teil  für  sich  gleich  Null   macht,    ergeben   sich   die  beiden  Gleichungen: 

Oq  cos  m  cp  —  Ol  cos  (m  —  1)  9?  +  •  •  •  +  a^  =  0 

ßQ  sin  m  cp  —  ß^  sin  {m  —  !)?'+•••  +  ßvi—\  sin  <p  =  0, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

a„        =  60  '"'       +  Kn  r-"'         ßo       «=  ^0  '"•  -  ^^-2..  '■^"' 

a,       =  h,  r'-'  +  h,,,_,  r  '"+1  ß,       =  b^  7—1  -  6,„,_i  /-"'+1 

0„i_l   =  ^„,—1  /'     -r   ^^,rt+l  '—1  ßm—l  =      '  ^^«-1  '■  ^m  +  1  '"—1 

^m  '-'in- 

Die  Größen  a  und  ß  können  mit  Hülfe  des  für  r  gefundenen  Wertes 

berechnet  werden.   Setzt  man  nun  cos  99  =  ^  so  lassen  sich  cos  2  99,  cos  3  cp, 

sin  2  99    sin  3  99  sin  m  99 

.  .  .  cos  m  w   und   ebenso   — -. ,  — -. ,  .  .  .,  — -. als  ganze  Funk- 

sin  (p       sm  9?  sin  99 

tionen  von  t  ausdrücken.    Es  liefern  dann  jene  beiden  Gleichungen  zwei 

Gleichungen  für  i,  von  denen  die  eine  vom  mten^  die  andere  vom  m  —  Iten 

Grade  ist.    Die  gemeinsame  Wurzel  der  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 

eindeutig  durch  das  Verfahren  des  gemeinsamen  Teilers. 

So  hat  man  z.  B. 

sin  2  99 

cos  2  (t;  =  2  /2  _  1  -, ^  =  2  t 

sm  99 

sin  3  99 
cos  3  (T  =  4  ^3  _  3  ^  — ^ — -  -  4  ^2  _  1 

sin  99 

sin  4  99       ^  „ 

cos  4  <r  =  8  f4  —  8  i2  +  1  —. -  8  ^^  _  4  ^ 

sin  99 

sin  5  09 
cos  5  <»  -  16  f5  _  20  f3  +  5  «    -: — -  =  16  i^  —  12  ^2  _|.  1 

sin  9? 
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Bei  einer  Gleichung  6*^0  Grades  würden  die  beiden  Gleichungen 
lür  t  lauten: 


«0(4^^  —  3/) 

-  «1  (2  t^  - 

-  1 )  +  tta  /  - 

-a3  =  0 

/5o  (4/2-1) - 

^ß,2t 

+  iÖ2 

=  0 

oder  nach  Potenzen  von  i  geordnet: 

yo  i^  +  yi '""  ^  72  <  —  73  =  (> 

Multipliziert  man   die   zweite  Gleichung  mit  —  t  und  zieht  sie  von 
der   ersten   ab,    so   ergibt   sich 
7o<^i 


'0 


die  in  der  Form 

7i'  ''  +  72'  /  +  73  =  0 
geschrieben   werden   möge.     Multipliziert   man   abermals   die  Gleichung 

öo  /^  +  ^1  i  +  <3o  =  0    mit   ^   und  zieht  sie  von  der  letzten  Gleichung 

ab,  so  ergibt  sich  für  t  eine  Gleichung  ersten  Grades. 

Eine  andere  Art,  die  komplexen  Wurzeln  zu  berechnen,  besteht 
darin,  daß  man  in  der  gegebenen  Gleichung  g  {x)  =  0  die  linke  Seite  nach 
Potenzen  von  h  entwickelt,  wo  h  =  x  —  p  und  p  eine  beliebig  angenommene 
Größe  ist.  Wendet  man  nun  das  auseinandergesetzte  Verfahren  auf  die 
Gleichung  in  h  an,  so  ergeben  sich  für  die  komplexen  Wurzeln  die  absoluten 
Beträge  von  j  x  —  p  \.  Sind  die  absoluten  Beträge  ]  x  \  für  die  komplexen 
Wurzeln  schon  bekannt,  so  sind  geometrisch  gesprochen  die  komplexen 
Wurzeln  als  Durchschnittspunkte  von  Kreisen  bestimmt.  Diese  Be- 
stimmung ist  zwar  nicht  eindeutig,  aber  unter  den  verschiedenen  mög- 
lichen Systemen  kann  man  das  richtige  dadurch  auswählen,  daß  man  die 
Summe  aller  Wurzeln  kennt.  So  möge  z.  B.  in  der  oben  behandelten 
Gleichung 

3.22  .T«  +  4.12  .T*  +  3.11  x^  —  7.25  x^  +  1.88  .r  —  7.84  =  0 

die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  h  =  x  -^  l  vorgenommen  und  die 
Wurzeln  h  nach  dem  beschriebenen  Verfahren   berechnet  werden. 


§  21.     Das  Graeffesche  Verfahren  zur  Berechnung  der  Wurzeln.  157 


3.22        0.00 

+    4.12 

+    3.11  —    7.25  +    1.88  — 

7.84 

—    3.22 

+    3.22 

—    7.34  +    4.23  +    3.02  — 

4.90 

—    3.22 

+    7.34 

—    4.23  —    3.02  +    4.90  — 

12.74 

—    3.22 

+    6.44 

—  13.78  +  18.01  —  14.99 

—    6.44 

+  13.78 

—  18.01   +  14.99  —  10.09 

—    3.22 

+    9.66 

—  23.44  +  41.45 

—    9.66 

+  23.44 

—  41.45  +  56.44 

—    3.22 

+  12.88 

—  36.32 

—  12.88 

+  36.32 

—  77.77 

—    3.22 

+  16.10 

—  16.10 

+  52.42 

—    3.22 

—  19.32 

3.22  /i«  —  19.32  h^  +  52.42  h'  —  77.77  h^  +  56.44  Ä^ 
—  10.09  h  —  12.74  =  0. 

Man  rechnet  nun  wie  oben  und  findet  zunächst,  daß  bei  der  Gleichung 
der  16ten  Wurzelpotenzen  sich  die  kleinste  Wurzel  abtrennt,  deren  ab- 
soluter Betrag  sich  gleich 

0.327132 

ergibt.  Bei  der  Gleichung  der  64ten  Wurzelpotenzen  trennt  sich  das 
nächste  Paar  konjugierter  Wurzeln  ab.  Das  Quadrat  des  absoluten  Be- 
trages ergibt  sich  gleich 

1.77040. 

Bei  der  Gleichung  der  128ten  Wurzelpotenzen  endlich  trennt  sich  das 
andere  Paar  konjugierter  Wurzeln  und  die  andere  reelle  Wurzel  ab.  Das 
Quadrat  des  absoluten  Betrages  der  konjugierten  Wurzeln  ergibt  sich 
gleich 

3.29715 

und  der  absolute  Betrag  der  reellen  Wurzel  gleich 

2.07195. 

In  Verbindung  mit  den  oben  ermittelten  absoluten  Beträgen  der 
Wurzeln   der   ursprünglichen   Gleichung  in   x: 

1.07193 

1.3271 'i 


für  die  reellen  W^urzeln  und 


1.92172 
0.89061 
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für  die  Quadrate  der  absoluten  Beträge  der  konjugierten  Wurzeln  ergeben 
sich  nun  die  Wurzeln  x  selbst  durch  die  Bemerkung,  daß  die  Wurzeln  h 
um  eine  Einheit  größer  sein  müssen  als  die  Wurzeln  x.  Daher  hat  man 
zunächst  für  die  reellen  Wurzeln 

+  1.07193  und  —  1.32714. 

Denn  mit  anderen  Vorzeichen  würden  sie  nicht  bei  Vermehrung  um  eine 
Einheit  die  absoluten  Beträge 

0.327132  und  2.07195 

annehmen.  Zweitens  ergeben  sich  nun  auch  die  reellen  Teile  der  konju- 
oierten  Wurzeln.    Denn  wenn  x  —  u  -\-  v  i  gesetzt  wird,  so  hat  man  erstens 

„2  +  p2  _  0,89061  oder  1.92172 
und  zweitens 

(u  +  1)2  +  (;2  =  1.77040  ödes  3.29715. 

Das   sind   zwei   Möglichkeiten,    entweder 


oder 


„2  +  c;2  _  0.89061  u2  _!_  (.2  _  1.92172 

(li  +  1)2  ^  ,,2  _  1.77040  ""      (u  +  1)2  +  ^»2  =  3.29715 

,f2  +  (.2  _  0.89061  «2  _^  p2  _  1.92172 

(ji  ^  1)2  ^  (;2  =  3.29715  ""^    {n  +  1)2  +  ^^  =  1.77040. 


Die  erste  Möglichkeit  liefert  durch  Subtraktion  je  zweier  untereinander - 
stehender  Gleichungen  die  beiden  Werte: 

2  u  +  1  =  0.87979  und  2  u  +  1  =  1.37543, 
d.  i. 

2  u  =  —0.12021   und  lu=  0.37543. 

Die  andere  Möglichkeit  liefert: 

2  w  +  1  =  2.40654  und  2  u  +  1  =  —  0.84868, 
d.  i. 

2  w  =  1.40654  und  2  u  =  —  1.84868. 

Da  die  Summe  der  6  Wurzeln  Null  sein  muß  und  die  beiden  reellen 
Wurzeln  zusammen  — 0.25521  geben,  so  müssen  die  beiden  Werte  von 
2  u  zusammen  gleich  +  0.25521  sein.  Die  erste  Möglichkeit  trifft  daher 
zu  bis  auf  den  kleinen  Fehler  in  der  fünften  Stelle,  während  die  zweite 
Möglichkeit  ausgeschlossen  ist.  So  ergeben  sich  also  die  beiden  Faktoren 
zweiten  Grades: 

x^  +  0.12021  X  +  0.89061  und  a;^  —0.37543  x  +  1.92172, 
<lie  bis  auf  wenige  Einheiten  der  fünften  Dezimale  mit  den  oben  ermittelten 
Werten  übereinstimmen. 


§  22.     Der  Sturmsche  Satz.  159 

§  22.     Der  Sturmsche  Satz. 

Es  kann  unter  Umständen  wichtig  sein,  über  die  Anzahl  der  reellen 
und  komplexen  Wurzeln  einer  Gleichung  von  vornherein  einen  Aufschluß 
zu  erhalten,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  ermitteln.  Es  wurden  oben  schon 
einige  Anzeichen  angegeben,  durch  die  man  eine  obere  Grenze  für  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  findet.  Vollständig  wird  die  Frage  durch  den 
Sturmschen  Satz  beantwortet. 

Es   sei  g  {x)  =  0   die   vorgelegte   Gleichung 

g  {x)  =  r/o  x"  +  Ol  x"-^  +  ßo  x"-'-  +  •  ■  ■  +  a„_i  x  +  a„. 
Man  bildet  die  Ableitung 

g'  (x)  =  n  ÜQ  a'"~^  4-  {n  —  1)  a^  x""-'^  -r  •  •  •  +  a„_i 

und  wendet  auf  g  {x)  und  g'  {x)  das  Verfahren   des  gemeinsamen  Teilers 

.    ^  . 

an.     Zu  dem  Ende  multipliziet  man  ?'  (x)  mit  —  und  zieht  das  Produkt 

n 

Glied  für  Glied  von  g  {x)  ab.    Der  Rest  enthält  dann  die  n^e  Potenz  von  x 

nicht  mehr: 

a^'  x"~^  -\-  Oo'  x''~'  +  •  •  •  +  a'n— 1  X  +  a„. 

Ist  a/   von  Null   verschieden,    so   multipliziert   man  g'  (x)  mit  und 

zieht  das  Produkt  von  dem  eben  erhaltenen  Rest  ab.  Der  neue  Rest  wird 
dann  auch  die  n  — •  Ite  Potenz  von  x  nicht  mehr  enthalten.  Er  werde  mit 
—  r\  bezeichnet.  Ist  a^'  gleich  Null,  so  soll  schon  der  esrte  Rest  mit  — ■  r\ 
bezeichnet  werden.  Im  allgemeinen  genügt  es  für  die  Zwecke,  die  man 
hier  verfolgt,  die  Rechnungen  auf  wenige  Stellen  auszuführen,  so  daß  die 
Genauigkeit  des  Rechenschiebers  ausreicht.  Dadurch  läßt  sich  das  Ver- 
fahren, wie  unten  an  einem  Beispiel  gezeigt  wird,  mit  geringer  Mühe  aus- 
führen. 

Nach  der  Definition  von  r^  hat  man 

S  i-^)  =  9i  g'  {x)—fv 

p  (x) 

wo  (ji  den  Quotienten  der  Division und  - —  r^  den   Rest  bezeichnet, 

g  {^) 
der  nach  der  Definition  von  niedrigerem  Grade    ist   als  g'  (x).      Indem 
man  jetzt  mit  g'  {x)  und  r^  ebenso  verfährt,  wie  mit  g  {x)  und  g'  (x),  erhält 
man  eine  zweite  Gleichung: 

g'  (x)  =  ^2  ^1  — /"a, 

wo  r^,  wieder  von  niedrigerem  Grade  ist  als  r^.  So  fortfahrend  ergibt  sich 
eine  Kette  von  Gleichungen: 
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'■2  =  <li  f's  —  ''4 

f\._2  =  (jy  r,_i  —  r,.. 

Da  der  Grad  der  ganzen  Funktionen  /j  r^  f'3  ■  ■  ■  sich  beständig  erniedrigt, 
so  muß  das  Verfahren  ein  Ende  haben.  Wenn  g  (x)  und  g'  (x)  keinen 
gemeinsamen  Teiler  haben,  so  wird  man  schließlich  auf  einen  Rest  —  i\ 
stoßen,  der  von  x  unabhängig  und  gleich  einem  von  Null  verschiedenen 
Wert  ist.  Wenn  dagegen  g  (x)  und  g'  [x)  einen  gemeinsamen  Teiler  be- 
sitzen, PO  muß  das  Verfahren  auf  diesen  gemeinsamen  Teiler  führen.  Denn 
ein  gemeinsamer  Teiler  von  g  {x)  und  g'  {x)  muß  nach  der  Gleichung 

g  ix)  =  gig'  (.r)— ^i 
auch  ein  Teiler  von  /j  und  daher  nach  der  Gleichung 

g'  (x)  =  q^r^—r^ 

auch  ein  Teiler  von  r\  sein  u.  s.  w.  von  /-g  /^  .  .  .  Nun  muß  man  schließlich 
auf  ein  ;„  stoßen,  das  ein  Teiler  des  vorhergehenden  t\_x  ist.  Dieses  r\ 
ist  dann  der  größte  gemeinsame  Teiler  von  g  {x)  und  g'  {x).  Es  werde  hier 
vorausgesetzt,  daß  g  {x)  und  g'  {x)  keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzen. 
Djp  Reihe  der  Funktionen 

g  [x),  g'  (x),  /"i,  Tg,  .  .  .  r,, 

gibt  nun  Aufschluß  über  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln.  Zunächst  be- 
merke man,  daß  r^  von  a;  unabhängig  ist  und  also  für  alle  Werte  von  x  ein 
und  dasselbe  Vorzeichen  behält.  Die  anderen  Glieder  der  Reihe  können, 
wenn  man  x  sich  kontinuierlich  ändern  läßt,  ihr  Vorzeichen  ändern,  indem 
sie  durch  Null  hindurchgehen.  Wenn  nun  eine  der  Funktionen  g'  {x), 
/'i,  r2,  .  .  .,  r,,  _i  verschwindet,  so  haben  die  beiden  benachbarten  Glieder 
notwendigerweise  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Denn  es  ist  z.  B.  für 
g'  ix)  =  0 

g  ix)  =—  /-i 
oder  für  r\  =  0 

g'  [x)  =  —  ^2 
u.  s.  w. 

Daher  kann  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  dieser  Reihe  sich  nur 
dadurch  ändern,  daß  g  {x)  verschwindet.  Denn  beim  Verschwinden  einer 
der  Glieder  g'  (a;),  r^,  /"g,  .  .  -  /^^—i  haben  jedesmal  die  benachbarten  Größen 
entgegengesetztes  Zeichen,  und  es  enthalten  daher  die  drei  Glieder,  das 
verschwindende  und  die  beiden  benachbarten,  vor  dem  Verschwinden  wie 
nach  dem  Verschwinden  notwendig  einen  und  nur  einen  Zeichenwechsel, 
gleichgültig,  ob  das  verschwindende  Glied  vom  Positiven  zum  Negativen 
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oder  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht.  Verschwindet  dagegen 
g  (x),  so  ändert  sich  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  jedesmal  um  eine 
Einheit,  und  zwar  vermindert  sie  sich,  wenn  x  wächst.  Denn  g  {x)  und 
g'  {x)  können  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Sonst  müßten  ja  an  der- 
selben Stelle  auch  /-j  /-g  •  .  .  r^  verschwinden,  was  ausgeschlossen  ist,  wenn 
kein  gemeinsamer  Teiler  vorhanden  ist.  Ist  nun  g'  (x)  positiv,  so  wächst 
g  {x)  mit  wachsendem  x,  geht  also  beim  Verschwinden  vom  Negativen 
zum  Positiven  über.  Ist  g'  {x)  dagegen  negativ,  so  nimmt  g  {x)  mit  wachsen- 
dem X  ab,  geht  also  beim  Verschwinden  vom  Positiven  zum  Negativen 
über.  In  beiden  Fällen  vermindert  sich  mit  wachsendem  x  die  Anzahl  der 
/eichenwechsel  um  eine  Einheit.  Um  daher  zu  erfahren,  wie  viel  reelle 
VV^urzeln  zwischen  zwei  Größen  a  und  b  liegen,  hat  man  nur  nötig,  die 
Zeichenwechsel  zu  zählen,  welche  die  Reihe  für  x  =  a  und  für  x  =  b  ent- 
hält. Die  Differenz  ist  gleich  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  zwischen 
(I  und  b.  Läßt  man  a  weit  nach  —  oo  und  b  weit  nach  -r-  x  rücken,  so 
überwiegen  in  allen  ganzen  Funktionen  die  Glieder,  welche  die  höchste 
Potenz  von  x  enthalten.  Die  Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen  von  x 
bestimmen  daher  die  Anzahl  der  sämtlichen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung. 

Die  Rechnung  braucht  offenbar  nur  so  weit  durchgeführt  zu  werden, 
daß  man  die  Vorzeichen  der  Funktionen  mit  Sicherheit  bestimmen  kann. 
Nur  wenn  eine  der  Funktionen  sehr  klein  würde,  könnte  dies  eine  aus- 
führlichere Rechnung  verlangen.  Diese  wäre  aber  auch  nur  dann  nötig, 
wenn  die  beiden  benachbarten  das  gleiche  Zeichen  hätten;  denn  im  andern 
Falle  ist  ja  das  Vorzeichen  des  betreffenden  Gliedes  für  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  gleichgültig. 

Es  möge  die  auf  S.  82  angegebene  Gleichung 

5.47  X*  —  3.38  x^  +  2.57  x^  ^    10.11  x^  —  6.23  x 
+  5.43  =-  0 
untersucht  werden. 

g'  (x)  =  21 A  X*  —  13.5  x^  +  7.71  x"  +  20.22  x  —  6.23 
5.47,  —3.38,  +2.57,  +10.11,  —6.23.  +5.43 
+  2.69    —  1.54    —    4.03    +  1.24 
-1^0:69    +1.03    +    6.08    —  4.99 

—  0.34    +    0.19    +  0.51    —0.16 
>  0.69""+    6.27   ^^4.48    +  5.27 

Auf    dem    Rechenschieber    sind   zunächst    5.47   und    27.4   einander 

gegenübergestellt.    Dann  stehen  sich  bei  derselben  Stellung  des  Schiebers 

gegenüber  2.69  und  13.5,  1.54  und  7.71,  4.03  und  20.22,  1.24  und  6.23. 

Die  Zahlen  2.69,  1.54,  4.03,  1.24  werden  dann  mit  dem  richtigen  Zeichen 

mter  die  betreffenden  Koeffizienten  von  g  (x)  gesetzt  und  zu  ihnen  hinzu- 

Runge,  Praxis  der  Gleichungen. 
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gefügt.  Dann  stellt  man  ebenso  auf  dem  Rechenschieber  0.69  und  27.4 
einander   gegenüber   u.  s.  w.      So   ergibt  sich 

r^  =  —  0.69  x^  —  6.27  x^  +  4.48  x  ^  5.27. 

Dieselbe   Rechnung  wird  nun  mit  g'  (x)  und  ?\  fortgesetzt. 

/•i  =  —  0.69    —    6.27    +    4.48  —  5.27 

g'  {x)  =     27.4      ^  13.5  ■    +    7.71  ^  20.22  —        6.23 

—  249  +    178      —  209 

—  262  +    186      —  189 

+  2380      ^  1700       +  2000 
2566      —1889  1994 

r,  =  (—  257  .r2  4^  189  a;  --  199)  10  *). 

In  diesem  Falle  braucht  man  nicht  weiter  zu  rechnen.    Denn  man 
erkennt  sogleich,   daß   die  Gleichung  zweiten  Grades: 

keine  reellen  Wurzeln  besitzt,  und  daß  mithin  rg  für  alle  reellen  Werte 
von  X  dasselbe  Zeichen  besitzt.  Daher  braucht  man  nur  die  Zeichen- 
wechsel in  der   Reihe 

g  {x)  g'  {x)  i\  r.^ 

zu  betrachten,  um  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  g  [x)  zu  erfahren. 
Denn  r^  verschwindet  nicht,  und  beim  Verschwinden  von  g   {xy  und  r^ 
ändert  sich  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  nicht. 
Für  jc  =  — -00  erhält  man  die  Vorzeichen: 

—  +  4 •  (2  Zeichenwechsel), 

für  .(■  =  "i"  00 : 

-\ — I ^  (1  Zeichenwechsel). 

Die  Gleichung  besitzt  daher  eine  und  nur  eine  reelle  Wurzel, 
Für  x  =  0  erhält  man  die  Vorzeichen 

^ (1  Zeichenwechsel). 

Die  Wurzel  ist  mithin  negativ. 

Als  zweites  Beispiel  möge  die   oben  S.  93    aufgestellte  Gleichung 

7  x^  —  5.47  x^  -r  3.33  x^  -^  1.72  x  —  0.15  =  0 
behandelt  werden. 

M  Es  sind   nur  etwa    die    ersten   zwei  .Stellen    der  Koeffizienten    richtig,    was 
für  die  folgenden  Schlüsse  ausreicht. 


35    0    -^16.4       4-6.66 

+  1.72 

7     0    —    5.47     4-  3.33 

+  1.72 

+    3.28    —1.33 

—  0.34 
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8'  i^)- 

0.15 

—    2.19     +2.00     +1.38    —0.15 
f\  =  +  2.19  x^  —  2.00  a;2  —  1.38  x  -^  0.15 
35         0        —16.4     +    6.66     +  1.72 
+  32.0     +  22.1     —    2.40 
+  32.0     +    5.7     +^^26 

+  29.2     +  20.15    —  2.19 


34.9     +  22.4 

+  0.47 

rg  =  —  34.9  x^  —  22.4  x 

—  0.47 

+  2.19    —  2.00    —  1.38 

+  0.15 

—  1.41     —0.03 

—  3.41     — 1.41 

+  2.19 

+  0.05 

+  0.78 

+  0.20 

3  =  — 0.78  a;  — 0.20 

—  34.9,  —22.4,  —0 

47 

+    8.9 

—  13.5 

+  3.46 

+  2. 

99 

f,  =  —  2.99. 
Für  X  =  —  00  erhalten  g  (a;),  g'  (x),  r^,  /-g,  rg,  r\  die  Vorzeichen: 

1 1 (4  Zeichen  Wechsel), 

für  a'  =  0: 

h  -] (2  Zeichen  Wechsel), 

für  a-  =  +  X  : 

+  H — \ (1  Zeichenwechsel). 

Es  gibt  also  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  zwei  negativ  und  eine 
positiv  sind. 

Endlich  werde  die  auf  S.  149  aufgestellte  Gleichung  behandelt, 
g  (x)  =  3.22  x^  4  4.12  x*  -f-  3.11  x^  ■■-  7.25  x"  \  1.88  x  —  7.84  =  0 
g'(x)  =  19.32  a;^  +  16.48  x^  +  9.33  x^  —  14.5  x     -  1.88 

3.22  +  0    i      4.12        L  3.11       ^-7.25  1.88     —7.84 

—    2.74      — 1.56      +  2.42         -  0.31 
4-   T38      +  1.55      -^^^83       ^  1.57     —  7.84 
i\  =  —  1.38  a;*  -  - 1.55  x^  +  4.83  x""     ^  1.57  x  +  7.84 
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-f  19.32       0      +    16.48  -f    9.33  —    14.5        ^  1.88 
—  21.6  4-    67.5—21.9     +109.8 
-21.6^-84.0     —12.6     +    95.3 

+    24.2    —75.7     +    24.6    —122.8 

—  121  ^ 


-f  108   —  88   -f  120 

r.^  = 

—  108  x^  4-  88  x^  —  120  X  -  121 

— 

-  1.38  —  1.55  -  4.83  —  1.57 

—  1.12  -r  1-53  —  1.54 

—  2.67  -f  6.36  —  3.11 

—  2.17  -f  2.96 

—  3.00 


X  ^=  —  cc 
X  =^       0 

X  =  -r    cc 


^4.19     —0.15     -f  4.84 
Tg  ==  —  4.19  :r2  -^  0.15  X  —  4.84. 

Da  die  Gleichung  r^  =  0,  wie  man  unmittelbar  sieht,  keine  reellen       ; 
Wurzeln  hat,  so  hat  r^  für  alle  reellen  Werte  von  x  immer  dasselbe  Vor- 
zeichen.    Man  hat  deshalb  nicht  nötig,  weiter  zu  rechnen. 

Für  X  —  —  oc,  a:  =  0,  und  a;  =  4-  x  ergeben  sich  in  der  Reihe 
^  (.r).  g'  [x],  i\.  A'a,  r^  die  Vorzeichen: 

-j j (3  Zeichen  Wechsel ) 

-         -i (2  Zeichen  Wechsel ) 

—  —     (1  Zeichenwechsel) 

Es  gibt  also  zwei  reelle  Wurzeln,  von  denen  die  eine  positiv,  die 
andere  negativ  ist. 

Die  Rechnung  ist  so  schnell  ausgeführt,  daß,  wenn  es  sich  nur  um 
die  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  handelt,  es  sich  wohl  lohnen  kann, 
auf  diese  Weise  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  und  vielleicht  noch  die 
Anzahl  der  positiven  und  negativen  festzustellen,  ehe  man  zur  Berechnung 
selbst  schreitet.  Man  spart  dadurch  Mühe  beim  Aufsuchen  der  ersten 
Näherungen.  Denn  wenn  man  z.  B.  in  diesem  Falle  schon  weiß,  daß  nur 
eine  positive  und  eine  negative  Wurzel  existiert,  so  braucht  man  nicht 
nach  weiteren  zu  suchen.  Man  erkennt  aus  dem  Vorzeichen  von  g  [x) 
sehr  schnell,  daß  die  positive  Wurzel  zwischen  0  und  +  2  nicht  weit  von 
-r  1  entfernt  liegt  und  daß  die  negative  Wurzel  zwischen  —  1  und  ■ —  2 
liegt.  Nach  dem  Verfahren  von  Newi;on  findet  man  dann  alsbald  genauere 
Werte.  Allerdings  wenn  auch  die  komplexen  Wurzeln  berechnet  werden 
sollen,  so  lohnt  es  sich  nicht,  vorher  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  fest- 
zustellen, weil  sie  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  nach  dem  im  vorigen 
Kapitel    beschriebenen   Verfahren   schon   herausstellen. 

Auch  über  die  Lage  der  komplexen  Wurzeln  kann  man  in  ähnlicher 
Weise  allgemeinen  Aufschluß  erhalten.  Um  dies  zu  erklären,  muß  etwas 
weiter  ausgeholt  werden.    Ist  /  [x)  eine  Funktion  eines  komplexen  Argu- 
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nientes  x  =  f/  +  i^'  ?,  die  sich  im  Innern  und  auf  dem  Rande  eines  Gebietes 
der  komplexen  Ebene  regulär  verhält,  so  ist  nach  Cauchy  die  Zahl  der 
Nullpunkte  der  Funktion  in  dem  Gebiete  gleich  dem  Integral: 


1    rf'S^ 

ix) 


•iTllJ     f 


d  X, 


wobei  das  integral  über  den  Rand  des  Gebietes  zu  erstrecken  ist.  Dlv 
Rand  ist  bei  der  Integration  in  solchem  Sinne  zu  durchlaufen,  daß  das 
Innere  des  Gebietes  zur  Linken  liegt,  wenn  die  positiven  imaginären  Koor- 
dinaten auf  der  linken  Seite  der  positiven  Richtungen  der  reellen  Koor- 
dinaten angenommen  werden. 
Setzt  man  nun 

/  i-^)  =  Q  ■  c*'. 
wo  Q  den  absoluten  Betrag,   r/   das  Argument  von  /  (x)  bedeutet,  so  ist: 
/'  (x)  d  X       i  1 

——  -^=-d  (log  /  (X))  =  -r  rf  (log  O)  ^     d  (f. 

Bei  der  Integration  um  den  ganzen  Rand  des  Gebietes  nimmt  log  q 
\\\H(]or  denselben  Wert  an.    Daher  wird  der  Wert  des  Integrals  gleich 

In  Worten  ausgedrückt  heißt  das  also:  Sovielmal  als  das  Argument 
^<ln  /  {x)  um  360  Grad  zunimmt,  so  viel  Wurzeln  der  Gleichung 

/  i^-)  =  0 
liegen  in  dem  betrachteten  Gebiet.    Zerlegt  man  /  {x)  in  seinen  reellen  und 
imaginären  Teil 

/  [x)  -^  r  -    V  i. 

SU  ist 

U  =--  Q  cos  (f      V  =  Q  sin  (f. 

Folglich  kann  man  an  den  Vorzeichen  von  U  und  1'  erkennen,  in 
welchem  Quadranten  das  Argument  cp  liegt  und  mithin  auch  verfolgen, 
wievielmal  das  Argument  im  ganzen  um  360"  zunimmt.  Dies  kann  z.  B. 
in  folgender  Weise  geschehen.  Da  cos  «59  der  Differentialquotient  von 
sin  (p  ist,  so  wird  V  mit  wachsendem  q>  wachsen,  wenn  U  positiv  ist,  und 
abnehmen,  wenn  U  negativ  ist.  Beim  Verschwinden  von  V  wird  mithin 
die  Kombination  der  Vorzeichen  von  V  und  U  mit  wachsendem  7;  einen 
Zeichenwechsel  verlieren,  mit  abnehmendem  (p  dagegen  einen  Zeichen - 
Wechsel  gewinnen.  Wenn  daher  beim  Durchlaufen  des  Randes  die  Funk- 
tion r  p-mal  ihr  Zeichen  so  wechselt,  daß  V,  U  einen  Zeichenwechsel 
verliert,  und  ^-mal  so,  daß  1',  U  einen  Zeichenwechsel  gewinnt,  so  geht 
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das  .\rgument  p-mal  im  wachsenden  Sinne  durch  0"  oder  180"  und  (/-nial 
im  abnehmenden  Sinne.  Die  Gesamtänderung  des  Ai-gumentes  ist  daher 
(p  —  (7)-mal  ISO**.    Daraus  folgt,  daß  die  Zahl  der  Wurzeln  der  Gleichung 

in   dem   betrachteten   Gebiete   gleich  ^  {p  —  q)  ist. 

In  diesem  Lehrsatz  kann  man  auch  V  mit  t/  und  ü  mit  —  1    ver- 
tauschen,   da    i  f  (x)  =  —  V  +  U  i   dieselben  Nullstellen  hat  wie  /  (x). 

Es  sei  nun  /  (x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  vom  n^^^  Grade. 

/  {x)  =  üqx"  ~f   «1  .r"~^    --  ■  •  •  -  -  (/„_,  .}■    -    a,,. 

Schreibt   man  /  (x)   in    der   Form 

/  [x)  =  af'  («0  +  «1  ^^^  -r  •  •  •  +  a„_i  x~""^'^  —  (^n  x~"). 

so  erkennt  man,  daß  für  Werte  von  x  von  großem  absoluten  Betrage  das 
Argument  von  /  {x)  sehr  wenig  von  dem  Argument  von  üq  xf'  abweicht. 
Die  Änderung  des  Argumentes  von  /  [x)  wird  daher  sehi"  nahe  gleich  der 
Änderung  des  Argumentes  von  o;".  Es  folgt  daraus,  daß  für  ein  den 
Nullpunkt  umschließendes  Gebiet,  auf  dessen  Rande  der  absolute  Be- 
trag von  X  hinreichend  groß  ist,  die  Anzahl  der  Wurzeln  gleich  der  Ände- 
rung des  Argumentes  von  a;"  dividiert  durch  2yr,  also  gleich  n  sein  muß. 
Wenn  das  Gebiet  auf  der  einen  Seita  von  einer  Geraden,  auf  der 
anderen  Seite  von  einem  Kreisbogen  begrenzt  wird,  der  mit  einem 
sehr  großen  Radius  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist  und  zwei 
Punkte  der  Geraden  verbindet,  so  ist  die  Änderung  des  Argu- 
mentes auf  dem  Kreisbogen  für  einen  hinreichend  großen  Radius  beliebig 
wenig  von  n  n  verschieden.  Läßt  man  den  Radius  unendlich  werden, 
so  erhält  man  also  den  Satz,  daß  die  Zahl  der  auf  der  einen  Seite  der  Ge- 

n 
raden  liegenden  Wurzeln  gleich  ^^  plus  der  durch  In  dividierten  Änderung 

des  Argumentes  von  /  {x)  längs  der  betrachteten  Geraden  ist.  Die  be- 
treffende Seite  der  Geraden  ist  die  zu  dem  Sinne,  in  dem  man  sie  durch- 
läuft, positive.    Oder,  wenn  /  [x)  =  U  -^  V  i',  so  ist  die  Zahl  der  Wurzeln, 

n       p  —  q 
auf  dieser   Seite  gleich    -  -{-  — - — ,   wo  p  die  Anzahl   der  Male  angibt, 

daß  V  sein  Zeichen  beim  Durchlaufen  der  Geraden  wechselt,  während 
F,  U  einen  Zeichenwechsel  verliert,  und  q  die  Anzahl  der  Male,  daß  F 
sein  Zeichen  wechselt,  während  F,  ü  einen  Zeichen  Wechsel  gewinnt.  — 
Die  Zahl  p  —  q  findet  man  durch  das  Verfahren  des  größten  gemein- 
samen Teilers  ähnlich  wie  beim  Sturmschen  Satz.  Man  setzt  auf  der 
Geraden  x  =  a  -f  6  ^,  wo  a  und  h  zwei  im  allgemeinen  komplexe  Zahlen 
sind  und  t  von  minus  unendlich  bis  plus  unendlich  läuft.  Die  Funktionen 
U  und  1'  werden  dann  ganze  rationale  Funktionen  von  t.    Im  allgemeinen 


§  22.     Der  Stiirmsche  Satz.  167 

werden  U  und  V  von  gleichem  Grade  sein;  dann  kann  man  das  Verfahren 
durch  Division  von  V  durch  U  beginnen  oder  auch  durch  Division  von  U 
durch  —  V.  Wenn  dagegen  eine  von  ihnen  von  höherem  Grade  ist.  so  hat 
man  nur  eine  Möglichkeit.  Man  bildet  nun  die  Kette  von  Gleichungen, 
z.   B.: 

y  =  9i  L  —  / 1 

^'    =  92  'l  ^2 

etc. 
Wenn  /'„  sein  Zeichen  längs  der  Geraden  nicht  ändert,  so  kann  in  der 
Reihe 

V,  l\  Ti,  A-,.  .  .  .  r^ 
die  .\nzahl  der  Zwischenwechsel  sich  nur  ändern,  wenn  V  verschwindet, 
denn  beim  Verschwinden  von  U,  r^,  a-^,  .  .  .,  r^_y  kann  die  Anzahl  der 
Zeichenwechsel  sich  nicht  ändern,  weil  infolge  der  Kette  von  Gleichungen 
jedesmal  die  beiden  benachbai'ten  Glieder  eines  verschwindenden  Gliedes 
entgegengesetztes  Zeichen  haben.  Versch^^indet  nun  V,  so  wird,  je  nach- 
dem   V.  U  einen  Zeichen  Wechsel  verliert  oder  gewinnt,    auch  die  Reihe 

F,  U,  Ti,  7-2,  .  .  .,  r„ 
einen  Zeichen  Wechsel  verlieren  oder  gewinnen.  Folglich  ist  p  —  q  der 
Unterschied  in  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  Reihe  für  t  =  —  c» 
vermindert  um  die  Anzahl  für  i  =  -[-  co.  Das  Aialoge  gilt,  wenn  L\  — ■  V 
an  die  Stelle  von  V,  U  gesetzt  wird.  Besonders  einfach  wird  das  Ver- 
fahren für  den  Fall  reeller  Koeffizienten  von  /  {x),  wenn  es  auf  irgendeine 
Senkrechte  zur  reellen  Achse  angewendet  wird.  Man  setzt  x  =  a  -}-  t  i, 
wo  a  eine  reelle  Zahl  ist.    Da  nun 

f{x):^f  (a)  ^r  {a)ti^  -^y  tH^   :    •  ■  -, 

so  wird   U  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthalten  und   V  nur    ungerade. 
Dadurch  wdrd   das   Teilerverfahren   wesentlich   abgekürzt. 
Beispiel : 

f  {x)  =  l  x^  ^  bAl  x^  -t-  3.33  .7-2       1.72  x  -  0.15 
f  (x)  =  U  -p  V  i        X  =  t  i 

U  =  — 3.33^2  __Q^5 
F  =  -f  7  iß  -f  5.47  t^  -;    1.72  t 
+  7    -f  5.74    -:    1.72 
—  0.32 


iH5.15 

—  0.23 

4-T49" 
Ti  =.  -  1.49  t 
r„  =  -f^  0.15 
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Für  /  =  — ^00  hat  die  Reihe  V\   U,  r^,  r.^  die  Zeichen: 

] — \-     (1  Zeichen  Wechsel), 

für  /  =  4-  ^  : 

H f-     (2  Zeichen  Wechsel). 

Es  ist   hier   also   p  — ^  ?  =  — ^  1   und  mithin 
n      p  —  q 
2^2 
Folglich   gibt    es  zwei  und  nicht  mehr  als  zwei  Wurzeln  der  Gleichung, 
deren  reeller  Teil  negativ  ist.    Oben  S.  95  fanden  wir,   daß  die  Gleichung 
zwei  negative  Wurzeln  und  eine  positive  Wurzel  hat.    Folglich  haben  die 
beiden   komplexen  Wurzeln  einen   positiven  reellen   Teil. 

Setzt  man  x  =  l  -\-  t  /,  so  hat  man  zunächst  nach  Potenzen  von  t  i 
zu  entwickeln. 

7  0     —    5.47     +    3.33     +    1.72    —0.15 

7+7  +    1.53     +    4.86     +  6.58 


7 

7 

+    1.53 
+  14 

+    4.86 
+  15.53 

+    6.58     +  6.43 
+  20.39 

14 

+    7 

+  15.53 
+  21 

+  20.39 
+  36.53 

+  26.97 

+  21 

+    7 

+  36.53 
+  28 

+  56.92 

+  28     +  64.53 
+    7 
+  35 
/  (x)  =  7  »  //■  +  35  ^*  —  64.53  t^  i  —  56.92  t^  +  26.97  t  i  +  6.43 
U  =  3bt*  —  56.92  t^  +    6.43 
V  ^11^    —  64.53  t^  +  26.97  t 
7    —  64.53    +  26.97 
+  11.38    —    1.29 


—  53.15 

+  25.68 

=  bSAbf" 

—  25.68  t 

!5    —56.92 

+  6.43 

+  16.9 

—  40.0      +6.43 
^2  =  +  40.0^2—    6.4^ 
53.15  —25.68  ' 
+    8.55 


—  17.13/ 
r3=  +  17.13  f 
r4  =-  +    6.43. 
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Für  t  —  —  'Xj  nimmt  die  Reihe  F,  U,  i\,  r\,  r^,  i\  die  Vorzeichen  an: 
1 i r   (5  Zeichen  Wechsel), 


für  i  =  +  ^• 

-\ — I — 1 — \ — i — r   (kein  Zeichenwechsel). 

Es  gibt  also  i'üni'  Wurzeln,  deren  reeller  Teil  algebraisch  kleiner 
ist  als  1,  und  mithin  keine  Wurzel,  deren  reeller  Teil  größer  ist  als  1.  Der 
reelle  Teil  der  beiden  komplexen  Wurzeln  liegt  also  zwischen  0  und  1,  und 
in  demselben  Intervall  liegt  auch  die  positive  Wurzel. 

2.  Beispiel: 

/  {x)  =  21  x-iä  —  53  a'  ^  65  xö  +  312  x-  —  74 
X    =  t  i 

U  =  —  312  f'  —  74 

F  -         21  fi3  j^  53  i?  ^  ^5  t^ 

21  0  0         +  53         4-  65 


4.98 
^4^98 


1.18 


Jp  1.18 

—   0.28 
52?r 

—  12.5 
52T5 

—  12.5 

—  12^5 

+  2.96 

/•i  =  — 2.96i 
fo  =  +  74 
Die   Reihe    F,  77,  /j,  /■.>  nimmt  die  Vorzeichen  an: 

für  t  =  —  oc: ! — h      (1  Zeichen  Wechsel), 

f  ür  ^  =  -f-  xi :  -| 1-      (2  Zeichenwechsel). 

Es  gibt  also  6  Wurzeln,  deren  reeller  Teil  negativ  ist;  und  folglich 
gibt  es  7  Wurzeln,  deren  reeller  Teil  positiv  ist.  Wir  fanden  oben  S.  99, 
daß  die  Gleichung  nur  eine  positive  Wurzel  hat.  Mithin  gibt  es  drei  Paare 
komplexer   Wurzeln   mit   positivem   reollen   Teil. 

RuiiijH,  Praxis  der  Gloichuiiypii.  1^ 
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Was  die  negativen  Wurzeln  betrifft,  so  erkannten  wir  schon  oben 
S.  99,  daß  nicht  mehr  als  vier  existieren  können.  Ihre  genaue  Anzahl 
ermittelt  man  durch  Anwendung  des  Sturmschen  Verfahrens  auf  /  {x) 
und  /'  (x).     Man  braucht  indessen  nur  die  ersten  Schritte  ausjcuführen. 

/'  (x)  =  273  a;i2  —  371  x^  +  325  x^  +  624  x 
21  :ri3  _  53.a;V      -1-65x^  +  312:^2  —  74 
•   +  28.5      —  25.0  —    48.0 
—  24.5  a;'  +  40  x^  +  264  x^ 
r^  =  4-  24.5  x'  —  40  a,^  —  264  rr^  +  74. 

/\  hat  in  dem  Intervall  —  oo  bis  ^ —  1  nur  negative  Werte.  Denn 
24.5  x"^  —  40  a:^  +  74  hat  seinen  algebraisch  größten  Wert  für  diese  Werte 
von  X,  wenn  171.5  x^  —  200  .r*  =  0  ist,  d.  h.  etwa  bei  x'^  =  1.17.  Der 
algebraisch  größte  Wert  von  24.5  x''  —  40  a^  +  74  ist  daher  nicht  größer 
als  etwa  +  91,  wird  also  von  —  264  x^  in  dem  ganzen  Intervall  x  =  —  oo 
bis  —  1  aufgewogen.  Man  kann  daher  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln 
der  Gleichung  /  (x)  =^  0,  soweit  sie  in  dem  Intervall  x  =  —  oo  bis  —  1 
liegen,  durch  das  Verhalten  der  Vorzeichen  von  /  {x),  f  (rc),  7\  bestimmen. 

X  ^  —  oc>  : 1 (2  Zeichenwechsel), 

x  =  —  1    :-| — \ (1  Zeichen  Wechsel). 

Zwischen  diesen  Grenzen  liegt  daher  eine  und  nur  eine  negative 
Wurzel.  In  dem  Intervall  —  1  bis  0  hat  /'  {x)  nur  negative  Werte.  Denn 
hier  überwiegt  —  371  x^  über  213  x^^  und  zugleich  624  a;  über  325  x^.  Die 
Funktion  /  {x)  kann  daher  von  x  =  —  1  bis  x  =  Q  nur  abnehmen,  und 
da  sie  ihr  Zeichen  wechselt,  so  hat  sie  in  diesem  Intervall  eine  und  nur 
eine  negative  Wurzel.  Im  ganzen  hat  die  Gleichung  also  zwei  negative 
und  eine  positive  Wurzel,  ferner  zwei  Paare  konjugierter  Wurzeln  mit 
negativem  reellen  Teil  und  drei  Paare  konjugierter  Wurzeln  mit 
positivem  reellen  Teil. 
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VERLAG  WALTER  DE  QRUYTER  &  CO.  /  BERLINWIO  UND  LEIPZIG 

Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Gegründet  von  A.  L. 
GRELLE  1826.  Herausgegeben  von  K.  HENSEL,  H.  HASSE,  L.  SGHLE- 
SINGER.  Wissenschaftlicher  Beirat:  H.  Brandt,  M.  Dehn,  G.  Doetsch, 
A.  Fraenkel,  O.  Haupt,  F.  Hausdorff,  E.  Hellinger,  G.  Kowalewski,  H.  Rade- 
macher, K.  Reidemeister,  A.  Rosenthal,  G.  Schaefer,  VV.  Schmeidler,  F.  Schottky, 
O.  Toeplitz.  Band  i  — 140  Preise  auf  Anfrage,  Band  141 — 144  je  16. — ,  Band 
145—147  je  12.—,  Band  148 — 151  je  10. — ,  Band  152  12. — ,  Band  153  17.50, 
Band  154  30. — ,  Band  155 — 156  je  36. — ,  Band  157  u.  158  (Jubiläumsband  IUI), 
Band  159 — 161   je  36. — 

Das  von  A.  L.  CreUe  gegründete  „Journal  /ür  die  reine  und  angewandte  Mathematik"  darf  auf 
eine  über  hundertjährige  ruhmvolle  Vergangenheit  zurückblicken.  Seit  seiner  Gründung  im  Jahre 
182h  7vurde  es  der  Sammelplatz  für  die  Arbeiten  der  großen  Männer^  welche  seit  dieser  Zeit  der  Mathe- 
tnatik  einen  neuen  Aufschwung  gaben. 

Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Gegründet  von  KARL 
OHRTMANN  und  FELLX  MÜLLER,  fortgeführt  von  ExMILLAMPE.  ImVerein 
mit  anderen  Mathematikern  und  unter  besonderer  Mitwirkung  von  H.  Hahn, 
E.  Hecke,  G.  Herglotz,  O.  Holder,  A.  Loewy,  L.  Neder,  O.  Perron,  E.  Salkowski, 
G.  Szegö,  A.  Wangerin,  HAVeyl  herausgegeben  von  LEOII  LICHTENSTEIN. 
Band  I — 50:  Jahrgang  1868 — 1924.  Band  i — 44  Preise  auf  Anfrage,  Band  45 
75. — ,  Band  46'  92. — ,  Band  47:  74. — ,  Band  48:  121. — .  BanrI  49:  77. — , 
Band  50:  78. — .  Von  Band  51  ab  (Jahrgang  1925  u.  folg.)  erfolgt  die  Herausgabe 
durch  die  Preuß.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin.  Im  Druck:  Band  51  (1925) 
und  Band  53  (1927). 

Diis  „Jahi-b'ich  über  die  Fortschritte  der  Mathematik"  bringt  eingehende  Besprechungen  sämtlicher 
per:odiscken  und  nichtfieriodischen  Neuerscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik,  Mechanik, 
Relativitätstheorie,  Astronomie  und  mathematischen  Physik.  Auch  die  Geschichte  und  Philosophie  der 
Mathemat.k  wie  die  Fragen  der  Didaktik  finden  sorgfältige  Berücksichtigung. 

Geschichte  der  Mathematik.  VonOberstud.-Dir  Dr.  H.  WIELEITNER.  2  Bde. 
I:  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  zur  Wende  des  17.  Jahrhunderts.  136  Seiten.  1922. 
U:  Von  1700  bis  zur  Mitte  des  10.  Jahrhunderts.  154  Seiten.  1923.  (Samml. 
Göschen  Bd.  226,  875.)  Geb.  je  1.80 

,.Zu<n  erstenmal  ist  hier  in  deutscher  Sprache  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  Geschichte 
der  Mathem.itik  versucht  zvorden.  Trotz  des  engen  Raumes  ist  sie  durchaus  lesbar  und  keinesivegs  eine 
bloße  Aufzählung."  Deutsches  Philologen- Blatt. 

Geschichte  der  Mathematik.  I.  Teil :  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  Cartesius.  Von 
Professor  Dr.  S.GÜNTHER  in  München.  Mit  56  Figuren.  VIII,  428  Seiten. 
Neudruck  1927.  (Sammlung  Schubert  Bd.  18.1  Geb.  17.40 

II. Teil:  Von  Cartesius  bis  zur  Wende  des  18. Jahrhunderts.  Von  Oberstudien- 
direktor Dr.  H.  WIELEITNER  in  München,  i. Hälfte:  Arithmetik.  Algebra, 
Analysis.  Mit  6  Figuren.  VIII,  251  Seiten.  191  i.  (Sammlung  Schubert  Bd.  63.) 
Geb.  8.40.  2.  Hälfte:  Geometrie  und  Trigonometrie.  Mit  13  Fig.  VI,  222  Seiten. 
1921.  (Sammlung  Schubert  Bd.  64.)  Geb.  3.50 

„Es  zeigt  sich  auch  in  diesem  Buche  wieder  die  große  Meisterschaft  des  Verfassers  in  der  ziel- 
bewußten Auswahl  und  klaren,  anregenden  Darstellung  eines  großen  Stoffes,  die  auch  seine  anderen 
größeren  Kompendien  auszeichnet "  Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik. 

Geschichte  der  Elementar-Mathematik  in  systematischer  Darstellung.  Von 

Professor  Dr.  JOHANNES  TROPFKE,  Direktorder  Kirschner-Obcrrcalschule 
zu  Berlin.  Zweite,  verbesserte  und  sehr  vermehrte  Auflage.  Lex.  Oktav. 


Walter   de    Gruyter  &  Co.,  Berlin  W   lo   und    Leipzig- 

Band  I :  Rechnen.  VII,  177  Seiten.   1921.  7.20,  geb.  8.20 

Band  2:  Allgemeine  Arithmetik.  IV,  221  Seiten.  1921.  8.50,  geb.  9.50 

Band  3  :  Proportionen,  Gleichungen.  IV,  151  Seiten.  1922.  6. — ,  geb.  7. — 

Band  4:  Ebene  Geometrie.  IV,  240  Seiten.   1922.  9. — ,  geb.  10. — 

Band  5:  I.EbeneTrigonometrie.  II.SphärikundsphärischeTrigono- 

metrie.  IV,   185  Seiten.   1923.  7.50,  geb.  8.50 

Band  6:  Analysis,  Analytische  Geometrie.  IV,  169  Seiten.  1924.  7. — ,  geb.  8. — 
Band  7:  Stereometrie.  Verzeichnisse.  V,  128  Seiten.  1924.  6.50,  geb.  7.50 

„Dem  Verfasser  gebührt  unser  Dank  Jür  sein  die  neuesten  Ergebtiisse  historischer  Forschungen 
berücksichtigendes,  durch  Vollständigkeit  und  Klarheit  sich  auszeichnejides  Werk.  Es  zierdient  seinen 
Platz  im  Bücherschrank  eitles  jeden  Mathematikers."  Naturwissenschaften. 

Mathematische  Forschung  in  den  letzten  20  Jahren.  Rede,  gehalten  am 
31.  Januar  1921  vor  der  Mathematischen  Gesellschaft  Benares  von  deren  Vor- 
sitzenden GANESH  PRASAD.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von  Dr.  FRIED- 
RICH LANGE.  Groß-Oktav.  37  Seiten.  1923.  0.80 

In  leichtverständlicher  Darstellung  berichtet  der  Verfasser  über  den  Aufbau  der  Theorie  der  Inte- 
gralgleichungen und  ihre  Anwendungen,  die  Erforschung  der  Grundlagen  der  niatliematischen  Physik, 
die    Verallgemeinerung   des    Begrißs    der   konvergenten    Reihen    und   die  Entivickhing  der  modernen 

Relativitätstht  orie. 

Neue  Rechentafeln.  Für  Multiplikation  und  Division  mit  allen  ein-  bis  vier- 
stelligen Zahlen.  Herausgegeben  von  Professor  Dr.  J.  PETERS,  Observator 
am  Astronomischen  Recheninstitut.  Folio-Format. VI, 378  Seiten.  1909.  Geb.  20. — 
Diese  Rechentafeln  von  Peters  sind  ebenfalls  in  französischer  wie  eng- 
lischer Ausgabe  zu  haben.  Je  geb.  20. — 

Dr.  A.  L.  Grelles  Rechentafeln,  welche  alles  Multiplizieren  und  Dividieren  mit 
Zahlen  unter  Tausend  ganz  ersparen,  bei  größeren  Zahlen  aber  die  Rechnung 
erleichtern  und  sicherer  machen.  Neue  Ausgabe.  Besorgt  von  O.  SEELIGER. 
Mit  Tafeln  der  Quadrat-  und  Kubikzahlen  von  i  — 1000.  VII,  501  Seiten.  Folio. 
1930.  Geb.  26. — 

Diese  Rechentafeln  von  Grelle  liegen  auch  in  französischer  wie  engli- 
scher Ausgabe  vor.  Je  geb.  26. — 

Fünfstellige  Logarithmen.  Mit  mehreren  graphischen  Rechentafeln  und  häufig 
vorkommenden  Zahlwerten.  Von  Regierungsrat  Professor  A.  ADLER.  Zweite 
Auflage.    117  Seiten  u.  i  Tafel.    1929.    (Samml.  Göschen  Bd.  423.)  Geb.  1.80 

Der  Band  enthält  die  gemeinen  Logarithmen  der  ganzen  Zahlen  bis  JOOO,  die  der  s:oniometrischen 
Funktionen,  die  ivirklichen  Werte  dieser  Funktionen  und  die  Reihe  von  mathematischen,  physikalischen 
und  astronomischen  Hilfstafeln,   wie   sie    fünfstelligen  Logarithinentafeln  gewöhnlich  beigegeben   sind. 

Fünfstellige  Logarithmentafelnder  trigonometrischen  Funktionen  für  jede  Zeit- 
sekunde des  Quadranten.  Herausgegeben  von  Prof.  Dr.  J[.  PETERS,  Observator 
am  Astronomischen  Recheninstitut.  Lex.-Oktav.  IV,  82  Seiten.  1912.  6. — ,  geb.  7. — 

In  den  vorliegenden  Tafeln  bietet  der  Herausgeber,  unter  Benutzung  des  -wertvollen  Materials,  das 
ihm  als  Resultat  der  mit  J.  Bauschitiger  ausgeführten  Bearbeitung  der  H  stelligen  Tafeln  der  trigotiome- 
trischen  Funktionen  zur  l  'crfügtaig  stand,  aer  rechnendet!  Astrotiomie  ein  Hilfsmittel  von  großem  Autzeti. 

Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln.  Von  Professor 
Dr.  E.  F.  AUGUST,  weiland  Direktor  des  Köllnischen  Realgymnasiums,  Berlin. 
Achtundvierzigste  Auflage  in  der  Bearbeitung  von  Dr.  F.  AUGUST,  weiland 
Prof.a.  d.  Artillerie- U.Ingenieur-Schule, Berlin.  Oktav.  VII,204S.  1927.  Geb. 2. — 

„Die  Anordtiungen  des  Zahietimaterials  in  den  Tafeln,  der  klare  Druck,  handliches  Forttiat  und 
gediegene  Ausstattung  empfehlen  das  Buch  allein."  Allgemeine   Vet~messutigs-Nachrichteti. 

Vierstellige  Tafeln  und  Gegentafeln  für  logarithmisches  und  trigonometrisches 
Rechnen  in  zwei  Farben  zusammengestellt.  Von  Professor  Dr.  HERMANN 
SCHUBERT.  Neue  Ausgabe  von  Dr.  ROBERT  HAUSSNER.  o.  ö.  Professor 
an  der  Universität  Jena.    175  Seiten.    Neudruck  1926.  (Samml.  Göschen  Bd.  81.) 

Geb.  1.80 

,.Die  vierstelligen  Logarithmen  sitid  in  der  Form  recht  handlich  und  gefällig.  Besonders  zu  empfehleti 
sittd  die  Tafeln  für  Schulen,  wo  es  von  Vorteil  ist,  die  Lernenden  tiicht  mit  umfatigreichen  Bitchern 
zu  belasten.''       '  Zeitschrift  d.  Österr.  Ingenieur-  und  Architekten-Vereins. 
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Vierstellige  Logarithmentafeln.  Von  Dr.  MAX  ZACHARIAS,  Studienrat  am 
Vereinigten  Friedrichs-  und  Humboldt-Gymnasium  in  Berlin,  und  Dr.  PAUL 
METH,  Studienrat  a.  d.  Herderschule  in  Charlottenburg.  Groß-Oktav.  44Seiten. 
1927-  Geb.  1.50 

„Diese  Logarithmentafel  zeichnet  sich  durch  übersichtliche  Anordnung  -und  Reichtum  des  Gebotenen 
aus."  Deutsche  Schulzeitung  in  Folen. 


„Die  -wohl  allseitig  bekannten  Küsterschen  Rechentafeln  sind  dem  Chemiker,  der  sich  ihrer  einmal 
bedient  hat,  zum  ungern  entbehrten  H^erkzeug  geworden,  das  sich  in  seiner  beiuährten  Anordnung 
des  Stoßes  zu  einem  wirklich  tiiitzlichen  und  fast  notwendigen  Hilfsbuch  entwickelt  hat.  Die  Neu- 
auflage erscheint  wie  üblich  nach  dem  naiesten  Stande  der  Forschung." 

Zeitschrift  für  angewandte  Chemie. 

Fünfstellige  Tafeln  der  Kreis=  und  Hyperbelfunktionen  sowie  der  Punk- 
tionen e*  und  e— X  mit  den  natürlichen  Zahlen  als  Argument.  Von  Dr.- 
Ing.  KEIICHI  HAYASHI,  Professor  an  der  Kaiserlichen  Kyushu-Universität 
Fukuoka-Hakosaki,  Japan.  Oktav.  IV,  182  Seiten.  Neudruck  1928.  9. — 

„Der  bekannte  japanische  Verfasser  hat  aus  der  Notwendigkeit,  die  Werte  beider  Funktionsarten 
gleichzeitig  zur  Verfiigung  zu  haben,  Tafeln  berechnet,  in  denen  flicht  nur  die  Hyperbelfunktionen, 
sondern  auch  die  Kreis  funktionen  mit  verschieden  großen  Abstufungen,  auf  fünf  Dezimalstellen  an- 
gewendet sind.  Die  Anordnung  dieser  Tafeln  ist  äußerst  praktisch,  Druck  und  Papier  sind  ausgezeichnet, 
so  daß  die  Benutzung  sich  bequem  und  einfach  gestaltet.  Für  alle,  die  zahlenmäßige  Rechnungen  mit 
den  genannten  p'unktionen  häufiger  auszttführen  haben,  ist  der  Gebrauch  der  Tafeln  als  praktisch  und 
seitsparend  zit  empfehlen."  Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure. 

Hauptsätze  der  Elementar=Mathematik  zum  Gebrauch  an  höheren  Lehr- 
anstalten. Von  Dr.  F.  G.  MEHLER.  Neu  bearbeitet  von  Oberstudiendirektor 
A.  SCHULTE-TIGGES.  Oktav. 

Ausgabe  A.   31.  Auflage  des  Stammbuches.  Mit  107  Figuren  im  Text  und 
auf  I  Tafel.  XH,  280  Seiten.  1921.  2.80 

AusgabeB    mit    Übungen.     Unterstufe.    13.  Auflage.     Mit   6  Tafeln. 
IX,  223  Seiten.    1927.  2.80 

Ausgabe   B    ohne  Übungen.     12.  Auflage.    ''Sonst  wie  die  vorige.) 
Unterstufe.  Mit3TafeIn.   166  Seiten.  1923.  i-8o 

Oberstufe.    8.  Auflage.    MitöTafeln.   VH,  254  Seiten.  1925.  4-— 

Geometrische  Aufgaben  und   Übungen  (aus  der  Ausgabe  B). 
Unterstufe.  Mit  2  Tafeln.  58  Seiten.  1923.  0.60 

Oberstufe.  89  Seiten.  1925.  i-50 

Hierzu  sind  erschienen: 
Rechentafeln  für  höhere  Lehranstalten.  2.  Auflage.   18  Seiten.   1929.        0.30 
Arithmetische  Aufgabensammlung  (aus  der  Ausgabe  B). 

Unterstufe.    Mit  4  Tafeln.    V,   100  Seiten.    1927.  2.50 

Oberstufe.    106  Seiten.    1929.  3- — 

Ergebnisse  zur  Unterstufe.    42  Seiten.    1928.  3- — 

Auflösungen  zur  Oberstufe.   IV,  92  Seiten.    1929.  4- — 

Ferner  folgende  Einzelteile  der  Oberstufe  mit  Übungen: 
Grundzüge  und  Anwendungen  der  Differential-  und  Integralrechnung  mit  zahl- 
reichen Übungsaufgaben  für  höhere  Schulen.  Mit  I  Tafel.  63  Seiten.   1925.  i.— 
Grundzüge  der  darstellenden  Geometrie  mit  zahlreichen  Übungsaufgaben  für 
höhere  Schulen.  Mit  4  Tafeln.  63  Seiten.  1925.  I-S© 
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Mathematische  Formelsammlung.  Von  Professor  O.  TH.  BÜRKLEN  t.  Voll- 
ständig umgearbeitete  Neuausgabe  von  Dr.  F.  RINGLEB.  Mit  36  Figuren. 
241  Seiten.    1928.    (Sammlung  Göschen  Bd.  51.)  Geb.  1.80 

„Eine  sehr  geschickt  ausgewählte  und  recht  reichhaltige  Sammlung,  welche  wohlgeeignet  ist,  die 
Abiturienten  der  Gytmiasien  u?id  Oberrealschulen  bei  den  Repetitioneti  zu  utiterstiitzen  und  ihnen  einen 
klaren  Überblick  über  das  ganze  System  der  Elementarmathematik  zu  geben." 

Fortschritte  der  Mathematik. 

Mathematische  Mußestunden.  Eine  Sammlung  von  Geduldspielen,  Kunststücken 
u. Unterhaltungsaufgaben  mathematischer  Natur.  Von  ProfessorDr.  HERMANN 
SCHUBERT.  Vierte  Auflage,  neubearbeitet  von  Professor  Dr.  F.  FITTING, 
München-Gladbach.  Oktav.  245  Seiten.   1924.  Geb.  6. — 

„Das  kleine,  auch  äußerlich  hübsch  ausgestattete  Buch  wird  allen  Lesern  Freude  machen,  und 
insbesonde-  !  der  Lehrer  wird  in  ihm  eine  Fülle  von  Anregungeti  für  den  Unterricht  vorfinden.  Wir 
empfehlen  die  .Mußestunden'  allgemeiner  Beachtung."  Zeitschrift  für  das  Realsc/iuhvesen. 

Arithmetik  nebst  Gleichungen  i.  und  2.  Grades.  Von  Professor  Dr.  HERMANN 
SCHUBERT.  Dritte  Auflage,  neubearbeitet  von  Professor  P.  B.  FISCHER, 
Studienrat  am  Gymnasium  zu  Berlin-Steglitz.  Mit  5  Figuren.  132  Seiten.  1923. 
(Sammlung  Göschen  Bd.  47.)  Geb.   1.80 

Die  neue  Bearbeitung  des  vorliegenden  Bandes  ist  durch  einen  Abschnitt  über  Kombinatorik  bereichert. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Von  Dr.  ALFRED  LOEWY,  o.  Professor  an  der  Univer- 
sität in  Freiburg  i.  Br.  I.Teil:  Grundlagen  der  Arithmetik.  Groß-Oktav.  VI, 
398Seiten.  1915.  12. — ,  geb.  13.20 

Elementare  Algebra.  Von  Professor  P.  B.  FISCHER,  Studienrat  am  Gymnasium 
in  Berlin-Steglitz.  Mit  20  Figuren.  149  Seiten.  1926.  (Samml.  Göschen 
Bd.  930.)  Geb.  1.80 

„Der  erste  Teil  des  Bandes  behandelt  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  der 
zweite  besondere  Gleichungen  itnd  Lö^ungsverfahren.  Dem  Text  sind  gut  gewählte  Zahlenbeisptele  bei- 
gegeben." Allgent.  Ver}nessungs-Nachrichten. 

Algebra  I:  Die  Grundlagen,  Von  Dr.  OSKAR  PERRON,  o.  ö.  Professor  an 
der  Universität  München.  Mit  4  Figuren.  1927,  VIII,  307  Seiten.  (Göschens 
Lehrbücherei  Bd.  8.)  10.—,  geb.  11.50 

Algebra  II:  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  Von  Dr.  OSKAR  PER- 
RON, o.  ö.  Professor  an  der  Universität  München.  Mit  5  Figuren.  1927.  VIII, 
243  Seiten.    (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  g.)  8. — ,  geb.  9.50 

Band  I  enthält  die  Grundbegriffe,  es  folgt  ein  Kapitel  über  den  polynomischen  und  den  1  aylorschen 
Satz  und  der  für  den  Ingenieur  wichtige  Abschnitt  über  Determinattten.  Anschließend  folgen  Kapitel 
über  symmetrische    Funktionen,    Teilbarkeit    und   über   die    Existenz    von   Wurzeln.    Band  II   ist   der 

Gleichungstheorie  gewidmet. 

Beispielsammlung  zur  Arithmetik  und  Algebra.  Von  Professor  Dr.  HER- 
MANN SCHUBERT.  Vierte,  neubearbeitete  und  erweiterte  Auflage  von 
Professor  P.  B.  FISCHER,  Studienrat  am  Gymnasium  zu  Berlin-Steglitz.  Mit 
8  Figuren.  139  Seiten.   1926.     (Samml.  Göschen  Bd.  48.)  Geb.  1.80 

Die  bekannte  Beispi^^lsamnilung  zur  Aritlimetik  und  Algebra  von  H.  Schubert  erscheint  hiermit  in 
einer  neuen  Bearbeitung.  Änderungen  gegen  die  alten  Auflagen  sind  neben  unerheblichen  Kürzungen 
und  mehrfachen  Verbesserungen  insofern  eingetreten,  als  die  Aufgaben  zur  Algebra  ganz  erheblich 
erweitert  luurden. 

Irrationalzahlen.  Von  Dr.  O.SKAR  PERRON,  o.  ö.  Professor  an  der  Universität 
München.    1921.    VIII,   186  Seiten.    (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  i.) 

6.—,  geb.  7. — 

Inhalt:  Die  Grundlagen  —  Der  Begriff  der  Grenze  —  Potenzen  und  Logarithmen  —  Verschiedene 
Darstellungsformen  irrationaler  Zahlen  —  Approximation  irrationaler  Zahlen  durch  rationale  —  Al- 
gebraische and  transzendente  Zaiilen. 


Walter    de    Gruyter   &Co.,   Berlin  Wio    und    Leipzig 

Praxis   der   Gleichungen.    Von  Dr.  C.  RUNGE,  Professor  an  der  Universität 

~     Göttingen.    Zweite,  vei  besserte  Auflage.    Mit  8  Figuren.    1921.   V,  172  Seiten. 

(Göschens  Lehrbücherei  Bd.  2.)  6. — ,  geb.  7. — 

Eine  erschaffende  Darstellung  der  Verfahren  zur  numerischen  Auswertung  der  linearen  und  nicht- 
linearen Gleichungen  mit  einer  und  mehreren  Unbekannten,  Dient  das  Werk  auch  in  erster  Linie  den 
Bedürfnissen  des  praktischen  Rechnens,  so  findet  doch  auch  der  Lehrer  viele  ivertvolle  Anregungen  darin. 

Höhere  Algebra.  Von  Dr.  HELMUT  HASSE,  o.  ö.  Professor  der  Mathematik 
an  der  Universität  Halle. 

I:     Lineare  Gleichungen.  160  Seiten.  1926.  (Samml.  Göschen  Bd.  931.)     Geb.  1.80 
II:  Gleichungen  höheren  Grades.  160  Seiten.   1927.  (Samml.  Göschen  Bd.  932.) 

Geb.   1.80 

„Es  ist  dem  Verjasser  gelungen,  in  ettgstetn  Rahtnen  das  Gebäude  der  „allgemeinen"  Algebra  vor 
den  Augen  des  Lesers  aufzurichten,  einer  Algebra,  die  auf  dem  Fundament  der  Definitionen  der  Ringe, 
Körper  und  Integritätsbereiche  aufgebaut  ist."  Zeitschrift  für  mathem.  und  7iaturw.  Unterr. 

Einführung  in  die  Axiomatik  der  Algebra.  Von  Dr.  H.  BECK,  o.  Professor 
an  der  Universität  Bonn.    1926.  X,  198  Seiten.   (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  6.) 

g.—,  geb.  10.50 

Das  vorliegende  Buch  entliäli  im  wesentlichen  den  Stoß  einer  an  der  Bonner  Universität  gehaltenen 
Anfängervorlesung i  es  erschöpft  sich  nicht  in  axiomatischen  Dingen,  sondern  bringt  darüber  hinaus 
eine  Reihe  anderer  Gebiete,  die  der  Studierende  braucht. 

Einführung  in  die  Determinantentheorie  einschließlich  der  Fredholmschen 
Determinanten.  Von  Dr.  GERHARD  KOWALEWSKI,  o.  Prof.  an  der  Techn. 
Hochsch.  in  Dresden.  Zweite,verk.Aufl.Gr.-Okt.  IV,  304S.  1925.   14. — ,  geb.  15.50 

„Die  Kowalewskische  Darstellung  des  U7nf angreichen  Gebietes  zeichnet  sich  durch  die  anscJiauliche 
Kraft  und  Klarheit  der  Sprache  vor  anderen  aus.  Die  Bescliäftigung  viit  diesem  Buche  gewährt  neben 
detn  "wissenschaftlichen  Gewinn  eitieti  reichen  ästhetischen  Genuß."  Schtilwart. 

Vektoranalysis  in  ihren  Grundzügen  und  wichtigsten  physikalischen  Anwen- 
dungen. Von  Dr.  ARTHUR  HAAS,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  Wien. 
Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit  37  Abbildungen  im  Text.  Groß- Oktav.  VI, 
147  Seiten.    1929.  5- — ,  geb.  6. — 

Das  Buch  stellt  die  Grundzüge  der  Vektoranalyse  in  engstetn  ZusammenJiange  mit  ihrer  Anwendung 
auf  Mechanik,  Hydrodynamik,  Elektrizitätslehre  und  Relativ.tätstlieorie  dar. 

Vektoranalysis.  Von  Dr.  SIEGFRIED  VALENTINER,  Professor  für  Physik 
an  der  Bergakademie  Clausthal.  Mit  16  Figuren.  Vierte,  umgearbeitete  Auf- 
lage.     136  Seiten.   1929.  (Samml.  Göschen  Bd.  354.)  Geb.  1.80 

Zahlentheorie.  Von  Dr.  KURT  HENSEL,  o.  ö.  Professor  an  der  Universität 
Marburg.  Groß-Oktav.  XII,  356  Seiten.   1913.  10.—,  geb.  12.— 

Grundlehren  der  neueren  Zahlentheorie.  Von  Professor  Dr.  PAUL  BACH- 
MANN. Zweite,  verbesserte  Auflage.  Herausgegeben  von  Dr.  ROBERT 
HAUSSNER,  ord.  Professor  an  der  Universität  Jena.  Mit  10  Figuren.  1921. 
XV,  246  Seiten.    (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  3.)  8.50,  geb.  9.50 

Der  erste  Abschnitt  utnjaßt  die  klassische  Theorie  der  rationalen  Zahlen,  der  zweite  eine  Einführung 
in  die  Theorie  der  algebraischen  Zahlefi,  deren  verschiedene  Methoden  am  Beispiel  des  quadratischen 
Körpers  zu  einem  harmonischen,  in  sich  geschlossenen  Bau  zusammengefügt  werden. 

Synthetische  Zahlentheorie.  Von  Dr.  RUDOLF  FUETER,  o.  Professor  an 
der  Universität  Zürich.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  1925.  VIII,  277  Seiten. 
(Göschens   Lehrbücherei  Bd.  4.)  10. — ,  geb.  12.— 

Die  vorliegende  Z7veite  Auflage  des  bewährten  Lehrbuches  weist  gegen  die  erste  zahlreiche  Änderungen 
und  Ergäiizungcn  auf. 

Das  Fermatproblem  in  seiner  bisherigen  Entwicklung.  Von  Professor 
Dr.  P.\UL  BACHxMANN.   Oktav.  VIII,  160  Seiten.   1919-  2.50 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  gibt  der  Verfasser  eine  Übersicht  von  den  Scw eisverfahren  und 
den  Thejrien,  welche  Euler,  Legendre,  Gauß,  Dirichlet,  Kummer  und  andere  Forscher  in  ihren  Studie» 
über  das  allgemeine  Fermatproblem  angewandt  und  entwickelt  haben. 
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Lehrbuch  der  Mathematik  für  Studierende  der  Naturwissenschaften  und 
der  Technik.  Eine  Einführung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung  und 
in  die  analytische  Geometrie.  Von  Dr.  GEORG  SCHEFFERS,  Geh.  Regierungs- 
rat, Prof.  a.  d.Techn.  Hochschule  Charlottenburg.  Mit  438  Figuren.  Sechste,  ver- 
besserte Auflage.  Lexikon-Oktav.  VUI,  743  Seiten.  1925.  30. — ,  geb.  33. — 

Dieses  vor  allem  fiir  Studierende  der  Naturwissetischaften  und  der  Technih  gesckriebetie  Lelirbuch 
ist  in  erster  Linie  für  den  Selbstunterricht  bestimmt  und  geht  dalier  von  dem  denkbar  geringsten  Maß 
von  Vorkenntnissen  aus:  der  Leser  braucht  nur  im  Buchstabenrechnen,  in  der  Auflösung  von  Glei- 
ckuiigen  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  und  in  der  niederen  Geometrie  betva^idert  zu  sein. 

Determinanten.  Von  Professor  Studienrat  PAUL  B.  FISCHER.  Zweite, 
verbesserte  Auflage.  Durchgesehener  Neudruck.  136  Seiten.  1928.  (Samml. 
Göschen  Bd.  402.)  Geb.  1.80 

Der  in  einer  wesentlich  umgearbeiteten  Auflage  vorliegende  Band  soll  die  Studierenden  der  Mathe- 
matik, Physik  und  technischen  Wissenschaften  in  die  Grundzüge  der  Determinanten  einführen. 

Qruppentheorie.  Von  Dr.  LUDWIG  BAUMGARTNER  in  München.  Mit 
8  Figuren.     120  Seiten.     1921.     (Samml.  Göschen  Bd.  ^Zl)  Geb.  1.80 

Elementare  Reihenlehre.  Von  Dr.  HANS  FALCKENBERG,  Professor  an  der 
Universität  Gießen.  Mit  4  Figuren  im  Text.  136  Seiten.  1926.  (Samml. 
Göschen  Bd.  943.)  Geb.  1.80 

Das  Bändchen  ivill  inehr  bietest  als  das,  was  in  jedem  Lehrbuch  der  Infinitesimalrechnung  über 
■unendliche  Reilien  enthalten  ist,  und  fügt  desJialb  z.B.  der  Erörterung  über  das  Cauchysche  Divergem- 
■und  Konvergenzkriterium   auch  solche  über  das  Raabesche,  das  logarithmische  und  das    Gaufische  an 

Fouriersche  Reihen.  Von  Dr.  W.  ROGOSINSKI,  a.  o.  Professor  an  der  Universität 
Königsberg  i.  Pr.  Mit  4  Figuren.  1930.  (Samml.  Göschen  Bd.  1022.)  Geb.  1.80 

Lebesguesche  Integrale  und  Fouriersche  Reihen.  Von  Dr.  L.  SCHLESINGER, 
o.  Professor  an  der  Universität  Gießen,  und  Dr.  A.  PLESSNER.  Groß- Oktav. 
VIII,  229  Seiten.   1926.  14. — ,  geb.  16. — 

,,Das  System  ist  so  durchgeführt,  daß  fast  keine  Vorkenntnisse  gefordert  und  trotzdem  das  volle 
Behei-rschen  des  Materials  erzielt  werden  kann."  Allgemeine  Osterr.  Chemiker-  u.  Techniker-Zeitung. 

Methoden  der  praktischen  Analysis.  Von  Dr.  FR.  A.  WILLERS,  o.  Professor 
an  der  Bergakademie  Freiberg  (Sachsen).  344  Seiten.  1928.  (Göschens  Lehr- 
bücherei Bd.  12.)  20. — ,  geb.  21.50 

Der  Band  gibt  dem  Mathematiker  einen  Einblick  in  die  Anwendungsmöglichkeiten  der  Methoden 
und  maclit  den  Natui-wissenscliaftler  und  Ingeiiieur  mit  den  theoretischen  Grundlagen  bekannt. 

Niedere  Analysis.  Von  Professor  Dr.  BENEDIKT  SPORER.  Mit  5  Figuren. 
Zweite,  verbesserte  Auflage.  Sechster  Abdruck.  179  Seiten.  1919.  (Samml. 
Göschen  Bd.  53.)  Geb.  1.80 

Ohne  den  wissenschaftlichen  Boden  zu  verlassen,  war  es  das  Bestreben  des  Verfassers,  alle  Ablei- 
tungen in  den  verschiedenen  Kapiteln  dieses  umfangreichen  Gebietes  so  einfach  und  verstandlich  wie 
möglic/i  darzustellen  und  durch  Beispiele  klarer  zu  machen. 

Höhere  Analysis.  Von  Dr.  FR.  JUNKER,  Rektor  des  Realgymnasiums  und 
der  Oberrealschule  in  Göppingen  (Württemberg).  Erster  Teil:  Differential- 
rechnung. Mit  167  Übungsbeispielen  und  67  Figuren  im  Text.  Dritte,  verbes- 
serte Au  fla  ge.  Neudruck.  204  Seiten.  1929.  (Samml.  Göschen  Bd.  87.)  Geb.  1.80 
Zweiter  Teil:  Integralrechnung.  Mit  50  Figuren  im  Text.  Vierte,  verbes- 
serte Auflage.  Neudruck.  132  Seiten.  1929.  (Samml.  Göschen  Bd.  88.)  Geb.  1.80 

„Die  Bändchen  sind  eine  wahre  Hochschule  des  abstrakten  Denkens,  und  das  IVerk  genießt  in  Fach- 
kreisen mit  Recht  das  höcitste  Ansehen.^^  Magazin  für  Pädagogik. 

Repetitorium  und  Aufgabensammlung  zur  Differentialrechnung.  Von  Rektor 
Dr.  FR.  JUNKER.  Vierte,  verbesserte  Au  f  läge  von  Oberstudienrat  Pro- 
fessor Dr.  A.  WITTING.  Mit  47  Figuren  im  Text.  130  Seiten.  1928.  (Samml. 
Göschen  Bd.  146.)  Geb.  1.80 

Der  Ba7id,  der  sich  als  vorzügliches  Mittel  zur  Einübung  der  elementaren  Sätze  und  Formeln  der 
Differetitialrechnung  bewährt  hat,  erfuhr  bei  seiner  Neuauflage  eine  bedeutende  Verbesserung  und  Er- 
•uueitervng. 

Repetitorium  und  Aufgabensammlung  zur  Intregalrechnung.  Von  Rektor 
Dr.  FR.  JUNKER.  Mit  52  Figuren  im  Text.  D  r  i  tte,  verbesserte  Auf  läge 
Neudruck.    135  Seiten.    1929.    (Samml.  Göschen  Bd.  147.)  Geb.  1.80 

„Die  reiclihaltige  Aufgabensammlung  ist  für  den  Selbstunterricht  sehr  geeignet.  Das  nützliche 
Büchlein  wird  weiterhin  die  verdiente  große  Veriuendung  finden."    Schzueizer  Pädagogische  Zeitschrift. 
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Lehrbuch  der  Differentialgleichungen.  Von  Dr.  HEINRICH  LIEBMANN, 
o.  Professor  an  der  Universität  Heidelberg.  Groß-Oktav.  VI,  226  Seiten.  Mit 
31  Figuren.  1901.  6.—,   geb.  7.20 

Einführung  in  die  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  auf 
funktionentheoretischer  Grundlage.     Von   Dr.  LUDW.  SCHLESINGER, 

0.  Professor  an  der  Universität  Gießen.  Dritte,  neubearbeitete  Auflage.  Groß- 
Oktav.  VIII,  326  Seiten.   1922.  IG. — ,  geb.  II. — 

Es  war  das  Bestreben  des  Verfassers,  durch  die  hier  gegebene  Darstellung  die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichutigen  auch  denjenigen  leichter  zugänglich  zu  machen,  die  es  mit  den  Anwendungen  der 
Analysis  zu  tun  haben. 

Gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Von  Dr.  G.  HOHEISEL.  159  Seiten. 
1926.    (Samml.  Göschen  Bd.  920.)  Geb.  1.80 

Der  Band  beginnt  mit  einer  elementar  gelialtenen  Einführung  in  die  Theorie  der  gewöhnlichen 
Di^erentialgieichungen,  geht  aber  in  dsn  späteren  Teilen  über  die  Anfangsgriinde  hinaus.  Bei  der 
Auswahl  des  Stoffes  wurden  Gegenstande,  welche  Anwendungen  zulassen,  bevorzugt. 

Oewohnliche  Differentialgleichungen.  Von  Dr.  J.  HÖRN,  o.  Professor  an  der 
Technischen  Hochschule  Darmstadt.  Zweite,  völlig  umgearb.  Auflage.  Mit 
4  Figuren.    1927.    VIII,   197  Seiten.    (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  10.) 

9. — ,  geb.  10.50 

Inluilt :  Elementare  Integrationsmethoden,  Existenzbeweise,  Metkode  der  schrittweisen  Annäherutig, 
numerische  uttd graphische  Näherungsmethoden,  lineare  Differentialgleichungen,  eletnentare  Integraiions- 
tnethoden  und  weitere  Untersuc/iungen  im  reellen  Gebiet,  Existenzbeweise  im  komplexen  Gebiet,  Ab- 
hängigkeit der  Lösung e7i  von  Parametern  und  An/angsiuerten,  Singularitäten  7iichtlinearer  Differential- 
gleichungen, 

Partielle  Differentialgleichungen.  Von  Dr.  G.  HOHEISEL.  159  Seiten.  1928. 
(Samml.  Göschen  Bd.  1003.)  Geb.  1.80 

Das  Buch  ent/iiilt  alle  wiclitigen  Lehrsätze  und  Methoden  für  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen.     Trotz  der  Kürze  sind  alle  wesentlic/ien  Ideen  und  Wege  aufgezeigt. 

Partielle  Differentialgleichungen.  Von  Dr.  J.  HÖRN,  o.  Professor  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  Darmstadt.  Zweite,  umgearbeitete  Auflage.  Mit  8  Figuren. 
\TII,  228  Seiten.    1929.    (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  14.)  11. — ,  geb.  12. — 

In  diesem  einfüJirenden  Lehrbuch,  das  seine  Eigenart  ganz  aus  dem  bewährten  Programm  von 
,.Göschens  Lelirbücherei'^  herleitet,  werden  sowohl  lineare  partielle  Differentialgleicliungen  zweiter 
Ordnung,  wie  sie  in  der  tnathematischen  Physik  vorkommen  als  auch  nichtlineare  partielle  Differe/itial- 
gleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  behandelt,  sowolil  Randwert-  als  aucli  Anfangswertprobleme, 
durchweg  unter  Beschränkung  auf  zwei  unabhängige  Veränderliche ;  es  wird  auch  eine  Einführung 
in  die  häufig  benutzte  Theorie  der  Integralgleichungen  gegeben. 

Mengenlehre.  Von  Professor  Dr.  E.  KAMKE.  Mit  6  Figuren.  160  Seiten.  1928. 
(Samml.  Göschen  Bd.  999.)  Geb.  1.80 

Der  Band  behandelt  die  grundlegenden  Tatsacken  der  Mengenlehre,  die  für  alle  Zweige  der  Mathe- 
matik so  große  Bedeutung  gewonnen  hat.  Die  Definition  der  Menge  erfolgt  im  Anschluß  an  Cantor. 
Besojidere   Vorkenntnisse  werden  nicht  vorausgesetzt. 

Mengenlehre.  Von  Dr.  F.  HAUSDORFF,  o.  Professor  an  der  Universität 
Bonn.  Zweite,  neubearbeitete  Auflage.  Mit  12  Figuren.  1927.  285  Seiten. 
(Göschens  Lehrbücherei  Bd.  7.)  12. — ,  geb.  13.50 

Das  Lehrbufh  setzt  btim  Lesen  keine  höheren  inathematischen  Kenntnisse  als  die  Anfangsgründe 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  allerdings  aber  eine  gewisse  Schärfe  des  abstrakten  Denkens 
voraus  und  wird  von  Studierenden  in  mittleren  Semestern  mit  Erfolg  gelesen  werden  können. 

Funktionentheoretische  Vorlesungen.  Von  HEINRICH  BURKHARDT.  Neu 
herausgegeb.von  Dr.  GEORG  FABER,  o.  Prof.  a.  d.Techn.  Hochsch.  in  München. 

1.  Band   i.  Heft.    Dritte,   umgearbeitete  Auflage.   Groß-Oktav.    X,  182  Seiten. 

1920.  6. — ,  geb.  7.20 

I.  Band  2.  Heft.    Fünfte,  umgearbeitete  Auflage.    Groß-Oktav.    X,  286  Seiten. 

1921.  9—.  geb.  10.50 

II.  Band.  Dritte,  vollständig  umgearbeitete  Auflage.  Groß-Oktav.  VI,  444  Seiten. 
1920.  14—^  geb.  15.50 

Das  Buch  will  in  einer  für  Studierende  geeigneten  Form  den  Zugang  zu  den  Funktio'ientheorien 
von   Weierstraß  und  von  Riemann  zugleich  erschließen. 
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Einleitung  in  die  Funktionentlieorie.  (Die  komplexen  Zahlen  und  ihre  ele- 
mentaren Funktionen.)  Von  MAX  ROSE,  Oberlehrer  an  der  Goetheschule 
zu  Berlin -Wilmersdorf.  Mit  lo  Figuren.  Zweite,  verbesserte  Auflage. 
135  Seiten.  1918.  (Samml.  Göschen  Bd.  581.)  Geb.  1.80 

Der  Verfasser  gibt  eine  systematische  Darstellung  aller  derjettigen  Hilfsmittel,  deren  die  Fiinktionoi- 
theorie  zur  Entwicklung  ihrer  Prinzipien  bedarf.  Im  Anhang  werden  die  Gnaidzüge  der  konformen 
Abbildmig  erörtert  und  an  Beispielen  erläutert, 

Funktionentheorie.  Von  Dr.  KONRAD  KNOPP,  o.  Professor  an  der  Uni- 
versität Tübingen. 

Erster  Teil :  Grundlagen  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 
Mit  8  Figuren.  Z  w  e  i  t  e  ^  vollständig  neubearbeitete  Auflage.  Durchgesehener 
Neudruck.  140  Seiten.   1926.  (Sammlung  Göschen  Bd.  668.)  Geb.  1.80 

Zweiter  Teil:  Anwendungen  und  Weiterführung  der  allgemf^inen  Theorie. 
Mit  7  Figuren.  Zweite,  vollständig  neubearbeitete  Auflage.  Durchgesehener 
Neudruck.    138  Seiten.    1926.    (Samml.  Göschen  Bd.  703.)  Geb.  1.80 

,.Die  beiden  vollstütidig  nenbearbeiteteti  Bande  seien  allen  Stitdierenden  der  Mathematik  als  Muster 
klarer  und  strenger  Darstellung  aufs  luärmste  empfohlen."  Monatsschrift  für  Mathematik  und  Physik. 

Aufgabensammlung  zur  Funktionentheorie.  Von  Dr.  KONRAD  KNOPP, 
o.  Professor  an  der  Universität  Tübingen. 

Erster  Teil:  Aufgaben  zur  elementaren  Funktionentheorie.  136  Seiten.  1923. 
(Samml.  Göschen  Bd.  877.)  Geb.  1.80 

Zweiter  Teil :  Aufgaben  zur  höheren  Funktionentheorie.  143  Seiten.  1928. 
(Samml.  Göschen  Bd.  878.)  Geb.  1,80 

Die  Mehrzahl  der  in  den  beiden  Bänden  enthaltenen  Aufgaben  beziehen  sich 
auf  Knopps  „Funktionentheorie"  (Samml.  Göschen  Bd.  668  und  703).  Sämt- 
lichen Aufgaben  sind  die  Lösungen  beigegeben. 

Automorphe  Funktionen.  Von  Dr.  L.  SCHLESINGER,  o.  Professor  an  der 
Universität  Gießen.    X,  205  Seiten.    1924.    (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  5.) 

8.—,  geb.  9.20 

Im  ersten  Abschnitt  wird  die  Kernfrage  an  einfachen  Beispielen  behandelt,  darauf  die  notwendigsten 
Sätze  aus  der  nichteuklidischen  Geometrie  unter  Hrranziehting  der  Kreisver^vandischaften.  Es  folgt  der 
Diskontinuitntsbeweis  der  zugehörigen  Gruppe  von  Verschiebungen  und  der  Existenzbeweis  für  die  zu 
einem  Normalpolygon  gehörigen  automorphe^i  Putiktionen 

Elliptische  Funktionen.  Von  Dr.  R.  KÖNIG,  o.  Professor  der  Mathematik  an 
der  Universität  Jena,  und  Dr.  M.  KRAFFT,  a.  o.  Professor  an  der  Universität 
Marburg  i.  H.  Mit  4  Figuren.  263  Seiten.  1928.  (Göschens  Lehrbücherei  Bd.  1 1.) 

13.—,  geb.  14.50 

Das  Buch  will  dem  Studiercndeti  und  Fachmann  die  elliptischen  FunktioJien  als  Glied  eines  großen 
Organismus  verstehen  lehren,  der  mit  den  einfachsten  analytischen  Funktionen,  den  rationalen,  beginnt 
und  schließlich  zu  den  Riemajinschen  Funktionensystemen  emponvdchst. 

Einführung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen. Von  HEINRICH  W.  E.  JUNG.  o.  ö.  Prof.  an  der  Universität  Halle- 
Wittenberg.  Mit  35  Abb.  im  Text.  Groß-Oktav.  VI,  246  S.  1923.  3.50,  geb.  4.— 

„Das  überaus  klar  und  anschaulich  geschriebene  Buch  wird  allen  denjenigen,  die  sich  init  den 
grundlegenden  Metlioden  der  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  vertraut  machen 
luollen,  von  Nutzen  sein.''  Zeitschrift  für  7vatl:em.  u.  jiatiirwiss.   Unterricht, 

Theorie  des  Potentials  und  der  Kugelfunktionen.  Von  Professor  Dr.  A. 
WANGERIN  in  Halle  a.  d.  S. 

I.  Teil :   Mit  46  Fig.  VIII,  255  S.   Unveränd.  Neudr.  1922.  (Slg.  Schub.  Bd.  58.) 

Geb.  4. — 
II.  Teil:  Mit  17  Fig.  VIII,  286  Seiten.  1921.  (Samml.  Schubert  Bd.  59.)  Geb.  4.— 

„JfVr  in  die  Potentialtheorie  eindringen  will,  findet  in  dem  leichti'erstandlichen  Buch  einen  zu- 
verlässigen und  angenehmen  Führer."  Zeitschrift  f.  d.  mathem.  u.  naturwiss.  Unterricht 
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Potentialtheorie.  Von  Dr.  W.  STERNBERG,  a.  o.  Professor  in  Breslau. 

I.  Die    Elemente    der    Potentialtheorie.     Mit    s  Figuren.     136   Seiten.     1925. 
(Samml.  Göschen  Bd.  901. j  Geb.  1.80 

II.  Die  Randwertaufgaben  der  Potentialtheorie.  Mit  i  Figur.  133  Seiten.   1926. 
(Samml.  Göschen  Bd.  944.)  Geb.  1.80 

„Die  Bande  geben  einen  klaren  Einblick  in  die  Gedankengange  -und  Beiveismethoden  der  Potential- 
theorie. Da  CS  dem  Verfasser  gelungen  ist,  trotz  der  räumlichen  Enge  alle  erforderlichen  Beweise 
exakt  durchzuführen,  ist  das   li'erk  als  Hilfsbuch  neben  einer  V'orlesung  durchaus  zu  empfehlen." 

Zeitschrift  für  den  tnathem.  u.  naturw.  Unterricht. 

Numerische  Integration.  Von  Professor  Dr.  FR.  A.  WILLERS.  Mit  2  Figuren. 
116  Seiten.    1923.    (Samml.  Göschen  Bd.  864.)  Geb.  1.80 

Die  Darstellung  ist  sehr  iibersichtlich  und  so  elementar  ah  möglich  gehalten.  Sie  setzt  nur  die 
Kentitnisse  der  Grundgesetze  der  Differential-  und  Integralrechfiung  voraus  und  wendet  sich  an  Mathe- 
matiker, Physiker  und  vor  allem  an  Ingenieure,  fiir  die  das  Buch  eine  gute  Anleitu7tg  und  Einführung  ist. 

Graphische  Integration.  Von  Professor  Dr.  FR.  A.  WILLERS.  Mit  53  Figuren. 
142  Seiten.    1920.    (Samml.  Göschen  Bd.  801.)  Geb.  1.80 

Der  Verfasser  versucht,  einein  weiteren  Kreise  die  immer  noch  zu  wenig  benutzten  zeichnerischen 
Methoden  bekanntziimachen.     Er  setzt  dabei  so  wenig  Vorkenntnisse  wie  möglich  voraus. 

Taschenbuch  für  praktische  Geometrie.  Von  Dr.  H.  LÖSCHNER,o.  ö.  Professor 
an  der  Deutschen  Technischen  Hochschule  in  Brunn.  Mit  10  Figuren  im  Text. 
Klein-Oktav.  X,  147  Seiten.   1922.  Geb.  2. — 

Der  z'orliegende  Band  enthält  die  wichtigsten  Formeln  der  -praktischen  Geometrie,  die  Konstanten 
U7td  Genauigkeitsangabeti,  Leitsätze  für  die  Beobachtungeti  und  Merkregeln  für  die  Behandhing,  Be- 
fö>-derung  und  Aufbewahrujig  geodätischer  Instrumente  und  Geräte. 

Qrundzüge  der  ebenen  Geometrie.  Von  Professor  Dr.  FR.  BOHNERT  in 
Hamburg.  Mit  220  Fig.  VIII,  223  Seiten.  1915.  (Samml.  Schubert  Bd.  2.)  Geb.  3.90 

Ebene  Geometrie.  Von  G.  MAHLER,  Professor  der  Mathematik  am  Gymna- 
sium in  Ulm.  Mit  110  zweifarbigen  Figuren.  Vi  e  rte  ,  verbesserte  Auf  läge. 
Neudruck.    166  Seiten.    1922.    (Samml.  Göschen  Bd.  41.)  Geb.  1.80 

Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  Von  Prof.  Dr.  F.  BOHNERT  in  Ham- 
burg. Zweite  Auflage.  Dritter  Neudruck.  Mit  63  Figuren.  VIII,  167  Seiten. 
1919.  (Samml.  Schubert  Bd.  3.)  (jeb.  4.40 

Das  Blich  enthält  die  Grundbegriffe  der  Trigonometrie.^  Die  beigegebenen  Beispiele  sollen  den  un- 
entbehrlichen Ubuttgsstoff  liefern  und  gleichzeitig  einen  Überblick  über  die  vielfache  Verwendbarkeit 
lind  Bedeutsamkeit  der  I rigonometrie  gewähren.  Das  letzte  Kapitel  bietet  die  wichtigsten  Anwendungen 
der  Sphärik  auf  die  mathematische  Geographie. 

Ebene  und  sphärische  Trigonometrie.  Von  Dr.  GERHARD  HESSENBERG, 
o.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  Berlin.  Mit  59  Figuren.  Dritte, 
neubearbeitete  Auflage.  Durchgesehener  Neudruck.  171  Seiten.  1926. 
(Samml.  Göschen  Bd.  99.;  Geb.  1.80 

„Der  Verfasser  hat  seine  Aufgabe,  in  dem  engen  Rahmen  nicht  bloß  alle  •wichtigen  Fortnein  mit- 
zuteilen, sondern  auch  die  Grundgedanken ,  auf  welchen  dieselben  beruhen,  klar  darzustellen  und  den 
Zusannneniiang  derselben,  ihre  Bedeutung  und  Anwendbarkeit  hervorzuhebeti,  vortrefflich  gelöst." 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie. 

Von  Dr.  FRITZ  HEILAND,  Studienrat  am  Gymnasium  in  Jena.  Mit  26  Figuren. 
152  Seiten.    1922.    (Samml.  Göschen  Bd.  848.)  Geb.  1.80 

Die  Sammlung  schließt  sich  nach  Anordnung  und  Bezeichnung  dem  Lehrbuch  Hessentergs 
(Samml.  Göschen  Bd.  Qg)  an.  Wichtigere  Formeln  sind  vorangestellt,  zum  Teil  mit  Ableitung.  Zu 
sämtlichen  Aufgaben  sind  die  Lösungeti  angegeben. 

Stereometrie.  Von  Professor  Dr.  ROBERT  GLASER.  Dritte,  verbesserte 
Auflage.  Neudruck.  Mit  81  Figuren.  139  Seiten.  1920.  (Samml.  Göschen 
Bd.  97.)  Geb.  1.80 

Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Stereometrie.  Von  Professor  Dr.  ROBERT 
GLASER.  Mit  54  Figuren.  168  Seiten.  1917.  (Samml.  Göschen  Bd.  779.)  Geb.  1.80 

Aufgaben  über  Prisma   und  Zylinder —  Projektionszeichnen  —  Pyramiden    und  Kegel —  Kugel  und 

Kugelteile  —   konoidartige    Körper  —  Prismatoide  —  schief  abgeschnittene  Prismen   und   Zylinde? 

Guldinsche  Regel. 
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Einführung  in  die  analytische  Qeometrle.  Von  Professor  Dr.  GERHARD 
KOWALEWSKI.  Mit  112  Figuren.  Dritte,  unveränderte  Auflage.  Lexikon- 
Oktav.  VIII,  360  Seiten.  1929.  Geb.  11.20 

Das  aus  Vorlisuyigen  etitstaiidene  Buch  ist  namentlich  zum   Gebr.iuck  für  Studierende  bestimmt, 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  Von  Dr.  FRIEDRICH  SCHUR, 
o.  Professor  an  der  Universität  Breslau.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte 
Auflage.   Mit  81  Figuren.  Groß-Oktav.  XII,  248  Seiten.  1912.       6.50,  geb.  7.70 

Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Von  Dr.  R.  HAUSSNER,  o.  ö.  Professor 
an  der  Universität  Jena.  Mit  60  Figuren.  164  Seiten.  1928.  (Samml.  Göschen 
Nr.  65.)  Geb.  1.80 

Die  Darstellung  beginnt  elementar  und  setzt  nirr  die  netigsten  planintetrischen  und  algebraischen 
Schulkenntnisse  voraus.  Es  ist  nicht  nur  die  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Gebilde  ersten  und 
zweiten  Gr  des  vollständig  gegeben,  sondern  auch  eine  größere  Zahl  von  spezieller.  Sätzen,  vornehmlich 
über  die  Kegelschnitte. 

Aufgabensammlung     zur     analytischen     Geometrie     der     Ebene.       Von 

Dr.  R.  HAUSSNER,  o.  ö.  Professor  an  der  Universität  Jena.     1930.    (Samml. 
Göschen  Bd.  256.)  Geb.  1.80 

Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Von  Professor  Dr.  MAX  SIMON,  Straß- 
burg i.  E.  Mit  28  Abbildungen.  Dritte,  verbesserte  Auflage.  Neudruck. 
208  Seiten.    1922.    (Samml.  Göschen  Bd.  89.)  Geb.  1.80 

Das  Werk  besitzt  den  Charakter  eines  ausführlichen  Lehrbuches  i  es  gibt  eine  übersichtliche  und 
abgeschlossene  Darstellung  der  analytischen  Geometrie  des  Rajimes  nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
wissensc/ia/tlichen  Forschuttg  und  bietet  zuverlässige  Belehrung  über  die  analytisch-geometrischen  Theorien. 

Aufgaben  zur  analytischen  Geometrie  des  Raumes.  Von  O.  TH.BURKLEN, 
Professor  am  Realgymnasium  in  Schwäb.-Gmünd.  Mit  8  Figuren.  Zweite, 
verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Neudruck.  109  Seiten.  1923.  (Samml. 
Göschen  Bd.  309.)  Geb.  1.80 

Die  vorliegende  Sammlung  ist  für  die  erste  Eiiifülirung  bestimmt.  Sie  soll  dem  Schüler  oder  Stu- 
dierenden Gelegenheit  geben,  die  analytischen  Methoden  anzuwenden,  die  Gebilde  in  ihren  verschiedenen 
Lagen  und  ihren  besonderen  Fällen,  sowie  ihre  Beziehungen  zueinander  zu  erfasse?!  und  zugleich  seine 
Raumanschauutig  zu  bilden. 

Elementargeometrie  der  Ebene  und  des  Raumes.  Von  Professor  Dr.  MAX 
ZACPLAEÖAS  in  Berlin.  IMit  196  Figuren  im  Text.  252  Seiten.  1929.  (Göschens 
Lehrbücherei  Bd.  16.)  13. — ,  geb.  14.50 

Die  Ele7nentargeometrie  ivird  nicht  vom  Standpunkte  des  Schulunterrichts,  sondern  von  dem  der 
Wissenschaft  ans  behandelt.  Ausgangspunkt  ist  das  (etwas  modifizierte)  Hilbertsche  Axiomen- 
system. In  der  Darstellung  treten  zwei  ISIojne7ite  in  den  Vordergrund:  die  geschichtliche  Entwicklung 
und  die  prinzipielle  Bciirundting  der  einzelnefi   Gebiete. 

Nichteuklidische  Geometrie.  Von  Prof.  Dr.  H.  LIEBMANN  in  Heidelberg. 
Mit  40  Figuren.  Dritte  Auflage.  150  Seiten.  1923.  6. — ,  geb.  7. — 

Das  vorliegende  Buch  will,  möglichst  wenig  an  mathematischen  Kenntnissen  voraussetzend,  in 
die  tiichteuklidische  Geometrie  einführen,  und  zwar  nur  auf  einem  Gebiete  —  dem  der  Ebene — ,  auf 
diesem  aber  gründlich  dargestellt. 

Nichteuklidische  Geometrie.  Von  Professor  Dr.  RICHARD  BALDUS.  Mit 
71  Figuren.    152  Seiten.    1927.    (Sammlung  Göschen  Bd.  970.)  Geb.  1.80 

Wenn  auch  der  Band  durch  möglicliste  Klarheit  und  zahlreiche -Figuren,  auf  die  besondere  Sorgfalt 
verwendet  wurde,  zunächst  auf  de?t  Neuling  auf  diesem  Gebiet^  Rücksicht  nitnmt,  so  dürfte  doch  auch 
der  Fachmann  tnanches  Neue  darin  finden.  Daß  bis  zu  den  Ubergäjigett  aus  dem  inathematischen  in 
das  rein  philosophische  Gebiet  vorgedrungen  zuird,  dürfte  philosopiiiscli  ifiteressierten  Lesern  will- 
kommen sein, 

Kreis  und  Kugel.  Von  Dr.  WILHELM  BLASCHKE,  o.  Prof.  an  der  Universität 
Hamburg.  Mit  27  Fig.  im  Text.  Groß-Oktav.   X,  169  Seiten.  1916.  4.40,  geb.  5.50 

Einführung  in  die  konforme  Abbildung.  Von  Dr.  LUDWIG  BIEBERBACH, 
o.  ö.  Professor  an  der  Universität  Berlin.  Z  w  ei  t  e ,  neubearbeitete  Au  fl  age. 
Mit  38  Figuren.    131  Seiten.    1927.    (Samml.  Göschen  Bd.  768.)  Geb.  1.80 

„Der  Autor  faßt  seine  Aufgabe,  eine  Einführung  in  die  konfor^ne  Abbildung  zugeben,  i}t  doppeltem 
Sinne  auf.  Er  vermittelt  dem  Leser  die  eigentlich  elementaren  Teile  der  Theorie  der  konformen  Ab- 
bildung ;  andererseits  eröffnet  er  durch  Eingehen  auf  einzelne  neue  Entwicklungen  den  Zugang  zu  den 
modeinstcti  und  tiefsten   Untersuchungen  der  gesamten  F?tnktionentheorie." 

Jahrbuch   über  die  Fortschritte  der  Mathematik, 
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Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  Geometrie.    Von 

Dr.  GEORG  SCHEFFERS,  Geh.  Reg.-Rat,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  Charlottenburg.  I.  Mit  107  Figuren.  Dritte,  verbesserte  Auflage. 
Xn,  482  Seiten.    1923.  13. — ,  geb.  14.50 

II.  Mit  HO  Fig.  Dritte,  verbesserte  Aufl.  XI,  582  Seiten.  1922.  15. — ,  geb.  16.50 

Die  besprochenen  Probleme  uuerden  alle  mit  großer  Ausführlichkeit  behandelt.  Die  am  Schluß  bei- 
geftigten  Formeltafeln  und  Register  erhöhen  den  Wert  des  Werkes,  das  nicht  nur  einführen,  sandem  auch 
Z7i  selbständigen  Forschungen  anregen  soll. 

Allgemeine  Theorie  der  Raumkurven  und  Flächen.  Von  Oberstudiendirektor 
Dr.VIKTOR  KOMMERELL  in  Tübingen  und  Prof.  Dr.  KARL  KOMMERELL 
in  Tübingen.  I.Teil.  Dritte  Auflage.  Mit  28  Figuren.  VIII,  184  Seiten.  1921. 
(Samml.  Schubert  Bd.  29.)  Geb.  3. — 

II.Teil.  Dritte  Aufl.  Mit  i3Fig.  IV,  196S.  1921.  (Samml.  Schubert  Bd.  44.)  Geb. 3. — 

In  der  neuen  Auflage  werden  u.  a.  die  Untersuchungen  Salkowskis  über  die  Raumkurven  und  die 
Bertrandschen  Kurven  berücksichtigt. 

Spezielle  Flächen  und  Theorie  der  Strahlensysteme.  Von  Oberstudiendirektor 
Dr.  VIKTOR  KOMMERELL  in  Tübingen  und  Prof.  Dr.  KARL  KOMMERELL  in 
Tübingen.    Mit  9  Figuren.  \T^,  171  Seiten.   1911.  (Samml.  Schubert  Bd.  62.)  Geb.  7.30 

Liniengeometrie  mit  Anwendungen.  Von  Professor  Dr.  KONRAD  ZINDLER 
in  Innsbruck.  I.  Teil.  Mit  87  Figuren.  Neudruck. VIII,  380  Seiten.  1928.  (Samml. 
Schubert  Bd.  34.J  Geb.  18. — 

II.Teil.  Mit  24 Figuren.  VII,  252  Seiten.  1906.  (Samml.  Schubert  Bd.  51.)  Geb. 9.50 

Ein  besonderer  Vorzug  dieses  vorliegenden  Lehr-  und  Einführungsbuches  sind  die  jedem  Bande  be:- 
gegebenen   Übungsaufgaben,  zu  deren  Lösung  sicli  am  Schluß  eine  Anleitung  befindet. 

Projektive    Qeometrie     in    synthetischer    Behandlung.    Von    Dr.  KARL 

DOEHLEMANN,  weil.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  München. 
Fünfte  Auf  1  age. 

Erster  Teil.  Mit  59  Figuren.  132  Seiten.  1922.  (Samml.  Göschen  Bd.  72.)  Geb.  1.80 
ZweiterTeil.  Mit  55  Figuren.  138  Seiten.  1924.  (Samml.  Gös  :henBd.876.)  Geb.  1.80 

„Die  Darstellung  ist  musterhaft  klar  und  leichtverständlich  und  wird  durch  übersichtliche  Zeichnungen 
und  zahlreiclte  Aufgaben  aufs  trefflichste  illustriert."'     Bayerische  Blätter  für  das  Gvmnasialschulwesen. 

Geometrische  Transformationen.  Von  Dr.  KARL  DOEHLEMANN,  weil. 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  München.  Zweite  Auflage,  herausgeg. 
von  Dr.  WILHELM  OLBRICH,  Prof.  an  der  Hochschule  für  Bodenkultur  in  Wien. 
Mit  89  Figuren  im  Text  und  4  Abbildungen.  VHI,  246  Seiten.  1930.  (Göschens 
Lehrbücherei  Bd.  15.^  Im  Druck. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Dr.  KARL  ROHN,  Geh.  Rat, 
weiland  Professor  an  der  Universität  Leipzig,  und  Dr.  ERWIN  PAPPERITZ, 
Geh.  Rat,  Professor  an  der  Bergakademie  in  Freiberg  i.  Sa.  Drei  Bände.  Groß- 
Oktav.  I.  Orthogonalprojektion.  Vielflache,  Perspektivität  ebener  Figuren,  Kur- 
ven, Zylinder,  Kugel,  Kegel,  Rotations-  und  Schraubenflächen.  Vierte,  erwei- 
terte Auflage.  XX,  502  Seiten.  Mit  351  Figuren.  1913.  Anastatischer  Nach- 
druck.  1921.  16.50,  geb.  18.— 

II.  Axonometrie,  Perspektive,  Beleuchtung.  Vierte,  umgearbeitete  Auflage.  VI, 
194  Seiten  mit   Il8  Figuren.   1916.  6.20,  geb.  7.20 

III.  Kegelschnitte,  Flächen  zweiten  Grades,  Regel-,  abwickelbare  und  andere 
Flächen.  Flächenkrümmung.  Vierte,  unveränderte  Auflage.  X,  334  Seiten. 
Mit  157  Figuren.    1923.  10.80,  geb.  12.— 

Darstellende  Geometrie.  Von  THEODOR  SCHMID,  o.  ö.  Professor  an  der 
Technischen  Hochschule  in  Wien.  I.Teil:  Eckige  Körper,  Kugel,  Zylinder, 
Kegel,  Plankurven  und  Raumkurven  mit  den  zugehörigen  Torsen  im  Normal- 
rißverfahren und  in  orthogonaler  Axonometrie.  Dritte  Auflage.  Mit  170  Figuren. 
283  Seiten.  1922.  (Samml.  Schubert  Bd.  65.)  Geb.  6.— 

II.  Teil:  Schiefe  und  zentrale  Projektion.  Dreh-,  Rohr-,  Schrauben-  und 
Regelflächen.  Geländedarstellung,  Kartenprojektion,  Nomographie.  Zweite 
Auflage.  Mit  163  Figuren.  34oSeiten.  1923.  (Samml.  Schubert  Bd. 66.)     Geb.  7.50 

„Unter  den  zahlreichen  guten  Lehrbüchern  der  darstellenden  Geometrie  steht  das  vorliegende  mit  in 
erster  Reihe.  Ausgezeichnete  Figuren,  klare  Darstellung,  reicher  Inhalt  sind  seine  besonderen  Kenn- 
zeichen.'^' Unterrichtsblätter  f.  Mathem.  u.  Naturw. 
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Darstellende  Geometrie.  Von  Dr.  ROBERT  HAUSSNER,  o.  ö.  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  Jena.  Erster  Teil:  Elemente;  Ebenflächige 
Gebilde.  Vierte,  verbesserte  Auflage.  Mit  iio  Figuren  im  Text.  207  Seiten. 
1929.    (Samml.  Göschen  Bd.  142.)  Geb.  1.80 

Zweiter  Teil :  Perspektive  ebener  Gebilde;  Kegelschnitte.  Dritte,  verbesserte 
und  vermehrte  Auflage.  Mit  88  Figuren  im  Text.  168  Seiten.  1929. 
(Samml.  Göschen  Bd.  143.)  Geb.  1.80 

In  vier  Abschnitten  luerdeii  die  Parallelprojektion  ebctier  und  rännilicker  Gebilde,  die  Darstelliaig  von 
Punkt,  Gerader  und  Ebene  in  senkrechter  Projektion  auf  ziuei  zueinander  senkrechte  Mbenen  sowie  eben- 
flächige  Gebilde  behajidelt. 

Koordinatensysteme.  Von  Professor  PAUL  B.  FISCHER,  Studienrat  am 
Gymnasium  zu  Berlin-Steglitz.  Mit  8  Figuren.  Z  w^  e  i  t  e,  verbesserte  Auflage. 
128  Seiten.    1919.  (Samml.  Göschen  Bd.  507.)  Geb.  1.80 

Der  Verfasser  versuclit  den  KoordinateJibegri_ff  von  einevi  allgemeinen  Standpjuikt  aus  darzustellen. 
Durch  sorgfältig  ausgewählte,  zahlreiche  Literaturaitgaben  ivird  der  Wert  des  ßafides  erhöht. 

Algebraische  Kurven.  Neue  Bearbeitung  von  Dr.  H.  WIELEITNER,  Ober- 
studiendirektor in  München. 

Erster  Teil :  Gestaltliche  Verhältnisse.  Mit  97  Figuren.  Durchgesehener  Neudruck. 
146  Seiten.  1930.  (Samml.  Göschen  Bd.  435.)  Geb.  1.80 

Zweiter  Teil:  Allgemeine  Eigenschaften.  Mit  35  Figuren.  Neudruck.  123  Seiten. 
1919.  (Samml.  Göschen  Bd.  436.)  Geb.  1.80 

Praktisches  Zahlenrechnen.  Von  Professor  Dr.-Ing.  P.  WERKMEISTER  in 
Dresden.  Mit  60  Figuren.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  136  Seiten.  1929. 
(Samml.  Göschen  Bd.  405.)  Geb.  1.80 

Das  Buch  gibt  eine  übersichtliche  Auskunft  über  die  in  der  Praxis  a^igewendeten  Arten  des  Rechnens. 
Es  wird  daher  in  allen  Kreisen  der  Technik  und  Naturwissetischajt  ein  willkotiitnener  Führer  und 
Ratgeber  sein. 

Mathematische  Instrumente.  Von  Professor  Dr.  FR.  A.  WILLERS.  Mit 
68  Figuren.   144  Seiten.  1926.  (Samml.  Göschen  Bd.  922.)  Geb.  1.80 

Der  Band  bringt  nicht  nur  eine  Beschreibung  der  mathematisciten  histruniente,  sondern  auch  eine 
genaue  Theorie,  aus  der  die  Anwendungsmöglichkeite7i,  die  beste  Art  des  Gebrauclis,  sowie  die  Größe 
der  auftretenden   Ungenauigkeiten  abgeleitet  werden. 

Vermessungskunde.  Von  Dr.-Ing.  P.  WERKMEISTER,  o.  Professor  an  der 
Technischen  Hochschule  Dresden. 

I:  Stückmessung  und  Nivellieren.  Mit  140  Figuren.  Vi  erte  Au  f  1  age.  156  Seiten. 
1926.    (Samml.  Göschen  Bd.  468.)  Geb.  1.80 

n :  Messung  von  Horizontalwinkeln,  Festlegung  von  Punkten  im  Koordinaten- 
system. .Absteckungen.  Mit  93  Figuren.  Dritte  Auflage.  136  Seiten.  1930. 
(Samml.  Göschen  Bd.  469.)  Geb.  1.80 

ITT :  Trigonometrische  und  barometrische  Höhenmessung,  Tachymetrie  und  Topo- 
graphie. Mit  61  Figuren.  Zweite  Auflage.  136  Seiten.  1923.  (Samml.  Göschen 
Bd.  862.)  Geb.  1.80 

Graphische  Darstellung  in  Wissenschaft  und  Technik.  Von  Professor  Dr. 
MARCELLO  PIRANI,  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  in 
Charlottenburg.  Mit  58  Figuren.  Neudruck.  126  Seiten.  1922.  (Samml. 
Göschen  Bd.  728.)  Geb.  1.80 

l'oii  der  einfachen  Darstellung  von  Größen  mit  unlekanntcni  Zusnvanenliang  in  Form  von  Kuri'en 
oder  Skalen  ausgehend ,  geht  der  Verfasser  zur  Darstellung  voti  Größen  bekannter  Abhängigkeit 
(Futiktionsskalcn,  insbesondere  logarithmische  projektive  Teilung)  über  und  bespricht  dann  die  Auf- 
stellung von  Rechentafeln  namentlich  mit  der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte  oder  mit  Hilfe 
mehrerer  gekreuzter  Linien. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  Dr.  OTTO  KNOPF,  o.  Professor  der 
Astronomie  an  der  Universität  Jena.  I.  112  Seiten.  1923.  II.  Mit  10  Figuren. 
112  Seiten.  1923.  iSamml.  Göschen  Bd.  508  und  871.)  Geb.  je  1.80 

Eitle  knappe,  klare  Darstellung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  deren  Wert  für  die  mathe- 
matischen Grutuilagen  des  Versicherungswesens,  für  die  statistische  Mechanik  und  )ie7eerdings  auch 
für  das  Fernsprechwesen  auf  der  Hand  liegt. 
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Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.    Von 

WILHELM  WEITBRECHT,  Professor  der  Geodäsie  in  Stuttgart.  Zweite, 
veränderte  Auflage. 

I.Teil:  Ableitung  der  grundlegenden  Sätze  und  Formeln.  Mit  8  Figuren. 
Neudruck.    127  Seiten.    1919.    (Samml.  Göschen  Bd.  302.)  Geb.  1.80 

II.  Teil:  Zahlenbeispiele.  Mit  8  Figuren.  Neudruck.  141  Seiten.  1920. 
(Samml.  Göschen  Bd.  641.)  Geb.  1.80 

yeder  der  beiden  Teile  bildet  ein  das  ganze  Gebiet  umfassendes,  für  sich  geschlossenes  Ganzes.  Der 
erste  enthält  die  Ableitung  der  grundlegenden  Sätze  U7id  Fortnein,  während  im  z'wciten  die  fertigen 
Ergebnisse  dieser  Ableitun  en  zusamtnengestellt  und  auf  hauptsächlich  dem  Gebiet  der  Geodäsie  ent- 
nommene Zahlenbeispiele  ange'veiaiet  werden. 

Versicherungsmathematik.  Von  Dr.  FRIEDRICH  BOEHM,  Professor  an 
der  Universität  München. 

I :  Elemente  der  Versicherungsrechnung.  144  Seiten.  1925.  (Samml.  Göschen 
Bd.  180.)  Geb.  1.80 

II:  Lebensversicherungsmathematik.  Einführung  in  die  technischen  Grund- 
lagen der  Sozialversicherung.  171  Seiten.  1926.  (Samml.  Göschen  Bd.  91/.)  Geb.  1.80 

Der  erste  Band  beliandelt  den  Zins  als  erste,  die  Sterbetafel  als  zweite  Rechnungs Grundlage,  die 
PrämienreserTte  und  die  Versicherung  verbundener  Leben,  Der  zweite  Band  enthält  außer  einer  ein- 
gehenden Behandlung  der  LebensversicherwigsTnatkematik  eine  Einführung  in  die  technischen  Grund- 
lagen der  Sozialversicherujig. 

Politische  Arithmetik.  (Zinseszinsen-,  Renten-  und  Anleiherechnung.)  Von 
Dr.  EMIL  FOERSTER,  Honorardozent  an  der  Technischen  Hochschule  in 
Wien.    Mit  7  Figuren.    155  Seiten.    1924.   (Samml.  Göschen  Bd.  879.)    Geb.  1.80 

In  6  Kapiteln  wird  der  Reihe  nach  die  einfache  Zinsenrechnung,  die  Zinseszinsenrechnung  für 
Einzelkapitalien  und  Renten,  das  Rechnen  mit  vorschüssigen  Zinsen,  die  Schuldentilgu?ig  sowie  die 
Kurs-  und  Rentabilitätsrechnung  behandelt. 

Statik.    Von  Professor  Dipl.-Ing.  W.  HAUBER  in  Stuttgart. 

I.  Teil :  Die  Grundlehren  der  Statik  starrer  Körper.  Mit  82  Figuren.  Sechster 
Neudruck.    148  Seiten.    1921.    (Samml.  Göschen  Bd.  178.)  Geb.  1.80 

II.  Teil :  Angewandte  (techn.)  Statik.  Mit  61  Figuren.  Sechster  Neudruck. 
149  Seiten.    1922.    (Samml.  Goschen  Bd.  179.)  Geb.  1.80 

Mit  dem  ersten  Teile  ist  beabsichtigt,  eine  kurze  Darstellung  der  wichtigsten  der  technischen  Statik 
zugrunde  liegenden  allgemeinen  statischen  Gesetze  zu  geben.  Der  z:ueite  Teil  umfaßt  die  statische 
Berechnung  starrer  Stabverbindungen ,  der  statisch  bestimmten  Fachwerksträger  für  Dächer  und 
Brücken,  der  Spreng-  und  Hängwerke,  enthält  die  Lehre  über  die  Standfestigkeit  der  Mauern  und 
Tonnengeioölbe  und  gibt  das  Wichtigste  aus  der  Theorie  des  Erddrucks  und  dem  Gebiet  des  Gleich- 
gewichts der  seilartigen  Körper, 

Oraphische  Statik  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Einflußlinien.  Von 
Dipl.-Ing.  OTTO  HENKEL,  Bauingenieur  und  Studienrat  an  der  Baugewerk- 
schule in  Erfurt. 

I.  Teil :  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte  in  der  Ebene.  Schwerpunkte. 
Trägheitsmomente.  Spannungen  in  geraden  Stäben.  Der  einfache  Vollwand-  und 
Fachwerkträger.  Der  Dreigelenkbogen.  Gewölbe.  Erddruck  und  Wasserdruck.  Mit 
127 Figuren.  Z  weiteAuf  läge.  i5oSeiten.  1929. (Samml. Göschen  Bd.6o3.)Geb.i.8o 

II.  Teil:  Durchgehende  Gelenkträger.  Dreigelenkbogen.  Formänderungen 
gerader  Träger.  Durchlaufende  (kontinuierliche  Träger.  Formänderungen 
gebogener  Träger.  Zweigelenkbogen  und  Zweigelenkrahmen.  Eingespannter 
Bogen  und  Steifrahmen.  Mit  91  Figuren.  Zweite  Auflage.  176  Seiten.  1928. 
(Samml.  Göschen  Bd    695.)  Geb.  i  80 

Der  erste  Band  enthält  die  Zerlegung  der  Kräfte  in  einet  Ebene,  graphische  Schwerpunkts- 
bestimmungen ebener  Gebilde,  Trägheitsmomente,  Spatmungen  in  geraden  Stäben,  den  einfachen  Voll- 
wand- utid  Fachwerkträger,  Dreigelenkbogen  utid  das  Gewölbe.  Der  zwete  Band  behandelt  die  durch- 
gehenden Gelenkträger.  Dreigelettkbogen,  Formänderungen  gerader  utid  gebogener  Träger,  Zweigelenk- 
bogen, den  eingespannten  Bogen    Erddrtick-  und  Wasserdt^tck. 

Analysis  der  ebenen  Bewegung.  Von  Dr.  MARTIN  KRAUSE,  Geheimrat, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  Dresden.  Unter  Mitwirkung  von 
Dr.  phil.  et  rer  techn.  Alexander  Carl  in  Leisnig.  Oktav.  VII,  216  Seilen.  1920.  3. — 

Das  Buch  beschäftigt  sich  mit  den  analytischen  Beziehungen  zwischeti  den  Punkten  zweier,  in  der 
gleichett  Ebette  gelegener  Koordittatensysteme,  vott  denen  das  eine  fest,  das  andere  bewegt  ist,  aus- 
gehetid  von  deti   Transfortnatiottsgleichungen, 

13 


Walter    de    Gruyter    &    Co.,    Berlin  W  lo    und    Leipzig 

Geschichte  der  Physik.    Von  Prof.  A.  KISTNER  in  Karlsruhe.    2  Bände. 

I:  Die  Physik  bis  Newton.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Mit  13  Figuren. 
126  Seiten.    1919.    (Samml.  Göschen  Bd.  293.)  Geb.  1.80 

n :  Die  Physik  von  Newton  bis  zur  Gegenwart.  Zweite,  erweiterte  Auflage. 
Mit  3  Figuren.   149  Seiten.   1919.  (Samml.  Göschen  Bd.  294.)  Geb.  1.80 

Kristallographie.  Von  Dr.  W.  BRUHNS,  Prof.  an  der  Bergakademie  Clausthal. 
Zweite  Auflage,  neubearb.  von  Dr.  P.  RAMDOHR,  o.  Prof.  an  der  Technischen 
Hochschule  Aachen.  Mit  184  Figuren.   114  Seiten.   1926.   (Samml.  Göschen  Bd.  210.) 

Geb.  1.80 

Einführung  in  die  Kristalloptik.  Von  Dr.  EBERHARD  BUCHWALD,  Privat- 
dozent der  Physik  an  der  Universität  Breslau.  Mit  124  Figuren.  Neudruck.  124  Seiten. 
1920.    (Samml.  Göschen  Bd.  619.)  Geb.  1.80 

Einführung  in  die  geometrische  Optik.  Von  Dr.  W.  HINRICHS,  Berlin- 
Wilmersdorf.  Mit  56  Figuren.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  143  Seiten. 
1924.    (Samml.  Göschen  Bd.  532.)  Geb.  1.80 

Nach  der  Einleitung  über  die  Grundgesetze  der  geometrischen  Optik  folgen  die  Abschnitte  über  die 
Reßexion    an    ebenet:  Flächen  und  sphärischen  Flächen.    Dann  wird  die  Brechung  an  ebenen  Flächen, 
an    einer  Kugelfläche   und  durch    ein    zentriertes  System    von   Kugelßächen    behandelt.     In  Kapitel  VI 
finden  die  Linsen  und  Linsensysteme  Beachtung. 

Theoretische  Physik.  Von  Dr.  GUSTAV  JÄGER,  Professor  der  Physik  an  der 
Universität  Wien.    5  Bände. 

I.Band:  Mechanik.  Mit  25  Figuren.  Sechste,  verbesserte  Auflage.  150  Seiten. 
1930.    (Samml.  Göschen  Bd.  76.)  Geb.  1.80 

II.  Band:  Schall  und  Wärme.  Mit  7  Figuren.  Sechste,  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auf  läge.    133  Seiten.    1930.    (Samml.  Göschen  Bd.  77.)  Geb.  1.80 

III.  Band:  Elektrizität  und  Magnetismus.  Mit  35  Figuren.  Sechste,  ver- 
besserte Auflage.      151   Seiten.    1930.    (Samml.  Göschen  Bd.  78.)     Geb.  1.80 

IV.  Band:  Optik.  Mit  44  Figuren.  Sechste,  umgearbeitete  und  vermehrte 
Auflage.     148  Seiten.   1930.    (Samml.  Göschen  Bd.  374.)  Geb.  1.80 

V.  Band:  Wärmestrahlung,  Elektronik  und  Atomphysik.  Mit  16  Figuren.  Sechste, 
umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  128  Seiten.  1930.  (Samml.  Göschen 
Bd.  IUI 7.)  Geb.  1.80 

Allen,  welche  sich  ein  Kompendium  der  theoretischen  Physik  anschaßen  "wollen,  seien  diese  Bändchen 
empfohlen.  Der  Verfasser  hat  den  Stoff  aus  dem  Gesamtgebiet  sorgfältig  ausgewählt  und  dabei  die 
neuesten  Resultate  der  Forschung  berücksichtigt. 

Einführung  in  die  theoretische  Physik.  Von  Dr.  CLEMENS  SCHAEFER, 
Professor  an  der  Universität  Breslau.  3  Bände. 

I.  Band:  Mechanik  materieller  Punkte,  Mechanik  starrer  Körper,  Mechanik 
der  Kontinua  (Elastizität  und  Hydromechanik).  Mit  272  Figuren  im  Text. 
Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflag  e.  Groß-Oktav.  XII,  991  Seiten. 
1929.  45-—,  geb.  48-— 

IL  Band :  Theorie  der  Wärme,  Molekular-kinetische  Theorie  der  Materie.  Mit 
88  Figuren  im  Text.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Groß-Oktav. 
X,  660  Seiten.    1929.  28.—,  geb.  30.— 

III.  Band.  Erscheint  Mitte  1930. 

„Das  vorliegende  Werk  füllt  eine  merkbare  Lücke  in  der  bisher  vorliegenden  Literatur  über  theoretische 
Physik  aus.  Was  es  von  seinen  Vorgängern  unterscheidet,  ist  ei?imal  die  Verwendung  aller  modernen 
Methoden  und  zum  zweiten  die  klare  und  ausführliche  Darstellungsweise,  welche  auch  das  Studium 
schwieriger  Kapitel  zu  einem  Genuß  macht."'  Annalen  der  Physik. 

Einführung  in  die  theoretische  Physik  mit  besonderer  Berücksichtigung  ihrer 
modernen  Probleme.  Von  ARTHUR  HAAS,  a.  o.  Professor  a.  d.UniversitätWien. 
I.  Band.  Dritte  und  vierte,  völlig  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage. 
W\t  58  Abbildungen  im  Text.  Groß-Oktav.  X,  307  Seiten.  1923.  7.50,  geb.  9.— 
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II.  Band.  Dritte  und  vierte,  völlig  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage. 
Mit  72  Abbildungen  im  Text  und  auf  zwei  Tafeln.  Groß-Oktav.  VIII,  379  Seiten, 
1924-  8.50,  geb.  10.— 

^Der  Vorzug  des  Buches  liegt  zweifellos  in  dem  Uvisiande,  daß  es  dem  Verfasser  gelingt,  den  Leser 
unter  Vertneidung  jedes  nberßüssigen  Wissensbailastes  bis  an  die  Frobletne  der  modernen  tkeoretisch- 
physikaliscken  Forschung  heranzuführen.  Es  gibt  ge^viO  kein  anderes  Buch  ahnlichen  L'mfanges,  das 
ien  Studierenden  gleichzeitig  mit  den  Elementen  der  theoretischen  Physik  und  mit  den  wichtigsten 
modernen  Forschungsergebnissen,  wie  Röntgenspektroskopie,  Kristallanalyse,  Isotopenbestimniung  us-w. 
vertraut  macht.''  Monatshefte  für  Mathem.  u.  Physik. 

Atomphysik.  Von  Dr.  RANS  LESSHEEM  in  Breslau.  I.  Band.  Mit  36  Abbildungen. 
134  Seiten.    1929.    (Samml.  Göschen  Bd.  1009.)  Geb.  1.80 

Zur  einheitlichen  Feldtheorie.  Von  Professor  Dr.  ALBERT  EINSTEIN. 
8  Seiten.  i. — 

l^eue  Begründung  der  Relativitätstheorie. 

Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme.  Ein  Lehrbuch  für 
Hochschulen.    Von  E.  BUDDE.    2  Bände.    Oktav. 

I.  Band:  Mechanik  der  Punkte  und  Punktsysteme.    418  Seiten.     1890.        7. — 

II.  Band:  Mechanische  Summen  und  deren  starre  Gebilde.  Seite  419 — 968. 
1891.  8.— 

Physikalische  Formelsammlung.  Von  Prof.  G.  MAHLER  t-  Fünfte,  völlig 
umgearbeitete  Auflage,  besorgt  von  Prof.  K.  M.\HLER  in  Aalen.  Mit  71  Figuren. 
162  Seiten.    1927.    (Samml.  Göschen  Bd.  136.)  Geb.  1.80 

Physikalische  Aufgabensammlung.  Von  Prof.  G.  ^lAHLER  t-  Mit  den  Re- 
sultaten. Xeubearbeitet  von  Prof.  K.  MAHLER  in  Aalen.  Vierte,  verbesserte 
Auflage.    136  Seiten.    1930.    (Samml.  Göschen  Bd.  243.)  Geb.  1.80 

Physikalische  Messungsmethoden.  Von  Prof.  Dr.WILHELM  B.AHRDT  in  Berlin- 
Lichterfelde.  Mit  54  Figuren.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Durchgesehener 
Neudruck.     147  Seiten.    1921.    (Samml.  Göschen  Bd.  301.)  Geb.  1.80 

Physikalische  Tabellen.  Von  Dr.  A.  LEICK.  Zweite  Auflage,  neubearbeitet 
von  Prof.  Dr.  W.  LEICK  in  Berlin-Lichterfelde.  96  Seiten.  1920.  (Samml.  Göschen 
Bd.  650.)  Geb.  1.80 

Luftelektrizität.  Von  Dr.  KARL  K.AHLER,  Privatdozent  für  Meteorologie  an 
der  Universität  Berlin.  Zweite  Auflage.  Mit  19  Figuren.  134  Seiten.  1921. 
(Samml.  Göschen  Bd.  649.)  Geb.  1.80 

Röntgenstrahlen  (Phvsik,  Technik  und  Anwendungen).  Von  Dr.  phil.  nat. 
RICHARD  HERZ  in  Frankfurt  a.  :\I.  Mit  48  Figuren  im  Te.xt  und  36  Abbildungen 
auf  16  Tafeln.   136  Seiten  und  16  Tafeln.   1927.  (Samml.  Göschen  Bd.  950.)  Geb.  1.80 

Theorie  des  Schlickschen  Massenausgleichs  bei  mehrkurbeligen  Dampf- 
maschinen. Von  Professor  Dr.  HERMANN  SCHUBERT.  Lexikon-Oktav. 
132  Seiten.    1901.  8. — 

Das  vorliegende  Buch  behandelt  den  Massenausgleich  vom  rein  mathematischen  Statuipunkt  aus. 
Die  Anforderiittgen,  welche  die  Praxis  stellt,  werden  als  gegebene  Nebenbedingungen  den  Gleichungen 
hinzugefügt,  deren  Erfüllung  notwendig  ist,  um  den  Ausguich  zu  ermöglichen. 

Kinematik.  Von  Dr.-Ing.  HANS  POLSTER,  Betriebsingenieur  der  Badischen 
Anilin-  und  Sodafabrik  Merseburg-Leuna.  Mit  76  Abbildungen.  Zweite 
Auflage.     151  Seiten.     1920.    fSamml.  Göschen  Bd.  584.)  Geb.  1.80 

Der  Band  bietet  dem  Studierenden  eine  Einführung,  will  aber  darüber  hinaus  den  in  der  Praxis  stehenden 
Ingenieuren,  die  sich  in  die  schwierigen  Bewegungsverhdltnisse  von  Nocken-,  Schwingdaumen-  und  IVälz- 
hebehteuerungen  oder  von  anderen  Gebieten  tieferen  Einblick  verschaffen  wollen,  ein  bequemer  Führer  sein. 

Ballistik.  Von  Dr.  THEODOR  VAHLEN,  o.  ö.  Professor  der  reinen  und  an- 
gewandten Mathematik  an  der  Universität  Greifswald.  Mit  53  Abbildungen. 
Groß-Oktav.  XII,  231  Seiten.  1922.  9. — ,  geb.  10. — 

Im  Gegensatz  zu  anderen  Werken  über  Ballistik  bringt  dieses  neue  Buch  gerade  den  mathematischen 
Gehalt  der  Ballistik  zur  Darstellung.  Es  gewinnt  dadurch  noch  erhöhte  Bedeutung,  daß  es  seine  Ent- 
stehung den  praktischen  Erfahrungen  verdankt,  die  der  Verfasser  im  Kriege  machte.  U.  a.  weist  es  als 
neu  die  zwischen  innerer  und  äußerer  Ballistik  einzuschaltende  Uberganesballistik  und  als  Ballistik  in 
großen  Höhen  die  kosmische  Ballistik  auf. 
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Festigkeitslehre.  Von  Professor  Dipl.-Ing.  W.  HAUBER  in  Stuttgart.  Mit 
56  Figuren  und  I  Tafel.  Achter  Neudruck.  127  Seiten  u.  r  Tafel.  1923.  (Samml. 
Göschen  Bd.  288.'»  Geb.  1.80 

In  dem  Band  gibt  der  Verfasser  eine  kurze  Übersicht  über  die  F«7idarn entalsätze  der  elastischen 
Krä/te  in  ihrer  Anwendung  auf  die  einfacheren  Falle  der  Festigkeit,  soweit  sie  für  die  gewölinlichen 
Aufgaben  des  praktischen  Lebens  in  Frage  kommeii, 

Aufgabensammlung  zur  Festigkeitslehre  mit  Lösungen.  Von  R.  HAREN. 
Dritte,  vollständig  neubearbeitete  Auflage  von  JOSEF  FURTMAYR, 
Dipl.-Ing.  in  Stuttgart.  Mit  43  Figuren.  116  Seiten.  1923.  (Samml.  Göschen 
Bd.  491.)  Geb.  1.80 

Der  Batid  bietet  in  8  Abschnitten  6b  Aufgaben  nebst  Lösungen  über  Zug,  Druck,  Biegung,  Schub, 
Verdrehu7ig,  Knickung,  Festigkeit  platten  förmiger  Körper  und  zusammengesetzte  Festigkeit ;  in  einem 
Anhang  sind  die  benötisten  Zahlenwerte  kurz  zusammengestellt. 

Hydraulik.  Von  Professor  Dipl.-Ing.  W.  HAUBER  in  Stuttgart.  Zweite, 
verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Neudruck.  Mit  45  Figuren.  156  Seiten. 
1925.    (Samml.  Göschen  Bd.  397.)  Geb.  1.80 

Das  Buch  cnth'dlt  eine  Darstellu7ig  der  Hydrostatik  und  bringt  aus  der  Hydrodynamik :  Ausßuß 
des  Wassers  aus  Gefäßen ;  Überfall  des  Wassers  über  Wehre;  Die  Bewegung  des  U' assers  in  Flüssen 
und Kati'dlen;  Die  Bcwegmig  des  Wassers  in  Röhren  mit  konstantem  Querschnitt;  Stoß  eines  zylindrischen 
oder  prismatischeti   Wasserstrahls  auf  eine  Zylinderfläche. 

Elastizitätslehre  für  Ingenieure.  Von  Professor  Dr.-Ing.  MAX  ENSSLIN 
an  der  Höheren  Maschinenbauschule  Eßlingen. 

I.  Grundlagen  und  Allgemeines  über  Spannungszustände,  Zylinder,  ebene 
Platten,  Torsion,  gekrümmte  Träger.  Mit  65  Figuren.  Zweite,  verbesserte 
Auflage.    147  Seiten.    1921.    (Samml.  Göschen  Bd.  519.)  Geb.  1.80 

II.  Statisch  unbestimmte  Konstruktionen,  Sätze  von  Castigliano  und  Maxwell, 
Dreimomentensatz,  Vorspannungen,  Temperaturspannungen,  Fachwerke  mit 
überzähligen  Stützpunkten  und  überzähligen  Stäben,  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungi  n,  Verschiebungsplan.  Mit  44  Figuren.  120  Seiten.  1927.  (Samml. 
Göschen  Bd.  957.)  Geb.  1.80 

Band  I  bespricht  die  Grundlagen  der  Elastizitdtslehre  sowie  Allgemeines  über  Spnmiungszustdnde , 
Zylinder,  ebene  Platten,  Torsion  und  gekrümmte  Träger,  Band  II  gibt  eine  Ei?iführung  in  die 
Methoden  zur  Berechnung  der  statisch  unbestimjnten  Konstruktion  des  Bau-  iifid  Masc/iinenini;-e}iieurs. 

Vorlesungen  über  Thermodynamik.  Von  Dr.  MAX  PLANCK,  Professor  der 
theoretischen  Physik  an  der  Universität  Berlin.  Mit  5  Figuren  im  Text.  Neunte 
Auflage.  Groß-Oktav.   XI,  288  Seiten.   1930.  Geb.   11.50 

Das  vorliegende  Buch  geht  von  einigen  allgemeinen  Erfahrungstntsachen  aus,  tiamentlicli  von  den 
beiden  Hauptsätzen  der  Wärmelehre,  und  entwickelt  liieraus  die  wichtigsten  physikalischen  und 
chemischen  Sätze.  Zunächst  werden  die  Grundtatsachen  und  Begriffserklärutigen  für  Temperatur, 
Molgewicht  und  Wärmemenge  erläutert,  dann  die  beiden  Haufitsätze  der  Wärmetheorie  aufgestellt  und 
bewiesen,  endlich  die  Anwendungen  auf  die  besonderen  Gleichgewichtszustände  ausfiihrlich  besprochen, 

Astronomie.  Größe,  Bewegung  und  Entfernung  der  Himmelskörper.  Von 
A.  F.  MÖBIUS.  Bearbeitet  von  Dr.  HERM.  KOBOLD,  o.  Hon.-Professor  an 
der  Universität  Kiel. 

I.  Das  Planetensystem.  Mit  33  Figuren.  Elf te  Auflage.  Durchgesehener  Neu- 
druck. i36Seiten.  1925.  (Samml.  Göschen  Bd.  11.)  Geb.  1.80 

II.  Kometen,  Meteore  und  das  Sternsystem.  Mit  15  Figuren  und  2  Sternkarten. 
Dreizehnte  Auflage.   128  Seiten.   1923.  (Samml.  Göschen  Bd.  529.)         Geb.  1.80 

Der  erste  Teil  beschränkt  sich  auf  die  Darstellung  der  Reivegungsersclieinungen  und  der  Größen- 
verhältnisse der  Planeten  und  ihrer  Trabanten.  Im  zweiten  Teil  leitet  die  zunächst  gegebene  Behand'ung 
der  dem  Sonnensysteme  weniger  innig  verbundenen  Glieder,  der  Kometen  und  Meteore,  zu  dem  Haupt- 
gegenstande der  Betrachtung,  dem  Fixsternsystem,  über.  Im  letzten  Kapitel  wird  der  Leser  mit  den 
Tliearien  über  die  Entv)icklungs%>orgänge  int   Universum  bekanntgemacht 

Astrophysik.  Die  Beschaffenheit  der  Himmelskörper.  Von  Professor  Dr. 
W.  F.  WISLICENUS.  Neubearbeitet  von  Professor  Dr.  H.  LUDENDORFF. 
Vierte  Auflage.  Mii  14  Abbildungen.  136  Seiten.  1920.  (.Samml.  Göschen  Bd.  91.) 

Geb.  1.80 

In  dem  Band  werden  Sonne,  Mond,  Planeten  und  iJire  Trabanten  behandelt.  Die  Phys  k  der  Fix- 
sterne, der  veränderlichen  Sterne,  Nebel  und  Sternhaufen  ist  vollständig  neubearbeitet.  Neben  den 
reinen  Beobachtungstatsachen  zverden  auch  die  Hypothesen  über  die  Energiequellen  der  Sonne,  die  Ent- 
stehung der  Mondgebirge  7tsw,  besprochen. 
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